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Gegenstand des vorliegenden Berichtes ist die Simulation von La¨ngenskaleneﬀekten mit einer
linearen mikromorphen Theorie. Von zentraler Bedeutung fu¨r diese Theorie ist der 2. Haupt-
satz der Thermodynamik in Form der Clausius- Duhem- Ungleichung, aus dem die Elasti-
zita¨tsgesetze und eine innere Dissipationsungleichung hergeleitet werden. Typische Merkmale
sind hierbei die additiven Aufspaltungen der Verzerrungs- und Kru¨mmungstensoren in elasti-
sche und plastische Anteile und die Beru¨cksichtigung von skalarer Scha¨digung.
Nach Darstellung der mikromorphen Theorie in einer thermodynamisch konsistenten Art und
Weise wird deren Implementierung in Form von benutzerdeﬁnierten Elementen in die FE-
Programme ABAQUS und DAEdalon beschrieben. Es handelt sich hierbei um isoparametrische
Elemente mit quadratischen Ansatzfunktionen fu¨r den ebenen Verzerrungszustand.
Anhand der Diskussion des Spannungskonzentrationsfaktors einer Lochscheibe wird gezeigt,
dass die Theorie in der Lage ist, im elastischen Bereich Gro¨ßeneﬀekte wiederzugeben. Zu die-
sem Zweck werden Studien zweier Materialparameter durchgefu¨hrt.
Fu¨r eine gelochte Zugprobe folgt die Analyse von La¨ngenskaleneﬀekten des inelastischen Be-
reichs. Es zeigt sich, dass hierbei die Beru¨cksichtigung skalarer Scha¨digung von entscheidender
Bedeutung ist.
Abstract
The aim of this report is to investigate linear micromorphic models with respect to size-eﬀects.
Great importance is attached to the second law of thermodynamics in form of the Clausius-
Duhem-inequality. The elasticity laws and an intrinsic dissipation inequality are derived from
this inequality. Typical characteristics of the theory are additive decompositions of strain and
curvature tensors and the consideration of scalar-valued damage, respectively.
The thermodynamically consistent formulated theory is implemented in ﬁnite-element-codes
ABAQUS and DAEdalon in form of user-deﬁned elements. Isoparametric two-dimensional 8-
node elements (plane strain) with quadratic shape functions are developed.
Based on the discussion of the stress concentration factor of a disc with central hole under
uniform loading conditions it is shown that the theory is able to predict size-eﬀects in the
elastic range. For this purpose studies of two material parameters are performed.
A tension-test specimen with central hole is discussed to study size-eﬀects of the inelastic range.
It is shown that the consideration of scalar-valued damage is essential in this case.
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Kapitel 1
Einleitung
1.1 Thema der Arbeit
In der klassischen Kontinuumsmechanik bleibt u¨blicherweise der Einﬂuss nichtlokaler Eﬀekte
unberu¨cksichtigt, deshalb bezeichnet man diese Theorien auch als lokal. Folglich ist die aktu-
elle Spannung eines Punktes lediglich von Zustandsgro¨ßen des Punktes und dessen Geschichte
abha¨ngig. Im Sinne lokaler Theorien ist der Raum stetig mit materiellen Punkten ausgefu¨llt, die
drei Freiheitsgrade (Verschiebungen) besitzen, wobei als Belastungen Kraft- und Temperatur-
felder auftreten ko¨nnen. Dieses Konzept ist zur Berechnung von Spannungen und Verformungen
typischer Ingenieurkonstruktionen vollkommen ausreichend. Der Sachverhalt a¨ndert sich aller-
dings, wenn beispielsweise Mikrobauteile betrachtet werden, wie Mikropumpen, -ventile, usw.,
deren geometrische Abmessungen nur wenige Korndurchmesser betragen.
Da die technische Entwicklung immer mehr auf Miniaturisierung der Bauteile ausgerichtet
ist, kommt der Mikrosystemtechnik eine herausragende Bedeutung zu. Insbesondere die me-
chanischen Eigenschaften solcher Systeme sind von großem Interesse. Von Arzt et al. [45]
durchgefu¨hrte Biegeexperimente zeigen, dass hierbei die an makroskopischen Proben ermittel-
ten Materialeigenschaften nicht uneingeschra¨nkt auf mikroskopisch kleine Bauteile u¨bertragbar
sind. Grund fu¨r das unterschiedliche Bauteilverhalten sind innere La¨ngenskalen, die mit der
Mikrostruktur des Materials zusammenha¨ngen1.
Nach Eringen [32] entscheidet das Verha¨ltnis zwischen einer charakteristischen Bauteilabmes-
sung λ und einer materialspeziﬁschen inneren La¨nge l, ob der Einsatz klassischer Theorien zur
Berechnung des Bauteilverhaltens sinnvoll ist. Falls λ/l  1 ist, liefern klassische kontinuums-
mechanische Ansa¨tze zuverla¨ssige Ergebnis. Liegt das Verha¨ltnis bei λ/l ≈ 1, reichen lokale
Theorien zur Ermittlung des mechanischen Verhaltens nicht aus.
Ein Pha¨nomen, das mit den inneren La¨ngenskalen des Materials zusammenha¨ngt und deshalb
mit klassischen Theorien nicht beschrieben werden kann, ist der Gro¨ßeneﬀekt. Experimentelle
Nachweise dieses Eﬀektes bei metallischen Werkstoﬀen liefern Mikrotorsionsexperimente von
Fleck et al. [33] und Mikrobiegeexperimente von Sto¨lken & Evans [72]. In beiden Fa¨llen
ist der Gro¨ßeneﬀekt mit plastischem Materialverhalten verknu¨pft.
Im Rahmen des europa¨ischen Projektes LISSAC2 wurde nachgewiesen, dass sogar makrosko-
1Der Einﬂuss mikroskopischer Werkstoﬀeigenschaften auf das makroskopische Materialverhalten wird z. B.
in Simonovski [69] und in der darin zitierten Literatur diskutiert. In diesem Zusammenhang ist eine material-
speziﬁsche innere La¨nge (=correlation length) von Bedeutung.
2LISSAC (Limit Strains for Severe Accident Conditions) ist ein von der Europa¨ischen Union aus dem Bereich
der Reaktorsicherheit ﬁnanziertes Projekt – Contract No. FIKS-CT 1999-00012.
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Abbildung 1.1: Flache Zugproben aus Stahl, die im Rahmen des LISSAC-Projektes zur Ermittlung
des Gro¨ßeneﬀektes quasistatisch bei Raumtemperatur getestet wurden (aus Krieg et al. [46]).
pische Bauteile Gro¨ßeneﬀekte zeigen (Krieg et al. [46]), die mit Lokalisierungen der De-
formation zusammenha¨ngen. In diesem Fall konzentriert sich die Deformation auf einen sehr
kleinen Bereich des Bauteils, wodurch mikrostrukturelle Materialeigenschaften das Bauteil-
verhalten beeinﬂussen. Insbesondere wurden bei Proben mit inhomogenen Spannungs- und
Dehnungszusta¨nden, beispielsweise Zugproben mit Loch (siehe Abbildung 1.1) oder Kerbe,
starke Gro¨ßenabha¨ngigkeiten beobachtet (Aktaa et al. [5]). Es gibt Anzeichen, dass der
Gro¨ßeneﬀekt makroskopischer Bauteile in erster Linie von solchen Inhomogenita¨ten abha¨ngt.
Ziel dieser Arbeit ist die kontinuumsmechanische Beschreibung des Gro¨ßeneﬀektes mit einer
nichtlokalen Theorie, die man gewo¨hnlich als mikromorph3 (siehe z. B. Becker & Bu¨rger
[10] oder Eringen [32]) bezeichnet. Die Theorie beru¨cksichtigt Plastizita¨t, skalare Scha¨digung
und ist in einen thermodynamischen Rahmen eingebettet. Sie basiert auf Arbeiten von Erin-
gen [26], Mindlin [58] und Tsakmakis [76]. Eringen und Mindlin hatten die Idee, zur Er-
fassung mikrostruktureller Eﬀekte jedem materiellen Punkt eine Substruktur zuzuordnen, die
einen deformierbaren Ko¨rper darstellt. Auf Mikroebene gelten die aus der klassischen Theorie
bekannten Bilanzgleichungen. Aus der Mittelung u¨ber diese Mikrokontinua resultiert eine erwei-
terte Kontinuumstheorie. Diese wird im Falle homogener Mikrodeformationen als mikromorphe
Theorie vom Grad 1 bezeichnet. Folglich kann die Deformation mit dem u¨blichen Deformati-




beschrieben werden. Letzteres fu¨hrt auf natu¨rliche Weise eine
La¨ngenabha¨ngigkeit in die Theorie ein. Anschaulich werden zur Darstellung der Mikrostruktur
jedem materiellen Punkt drei beliebig deformierbare Direktoren zugeordnet.
Ko¨nnen die Direktoren lediglich Dehnungen in die jeweilige Achsrichtung und Rotationen
ausfu¨hren, so gibt Eringen [32] der Theorie den Namen microstretch continuum. Fasst man
das am materiellen Punkt angeheftete Mikrokontinuum als starren Ko¨rper auf, der nur Rota-
3Mikromorph besteht aus den griechischen Begriﬀen mikro und morpho mit den Bedeutungen klein und
Ko¨rper, Gestalt oder Form
1.2. KURZER LITERATURU¨BERBLICK 3
tionen ausfu¨hren kann, so bezeichnet man diesen Sonderfall als mikropolar.
Alternativ zu den mikromorphen, mikrostretch und mikropolaren Modellen ko¨nnen zur Be-
schreibung von Gro¨ßeneﬀekten auch statistische Ansa¨tze (Carpinteri [15]) oder Grandien-
tentheorien (siehe z. B. Aifantis [3], [4]) eingesetzt werden. Letztere zeichnen sich dadurch
aus, dass sie vergleichsweise wenige Materialparameter beinhalten. Es ist jedoch noch nicht
gelungen, eine thermodynamisch konsistente Gradiententheorie zu formulieren.
1.2 Kurzer Literaturu¨berblick
Ein erster Ansatz zur Entwicklung einer Theorie, bei der jedem Punkt neben den Verschie-
bungen zusa¨tzliche Freiheitsgrade zugeordnet werden, geht auf die Gebru¨der Cosserat [19]
zuru¨ck. Es wird jedem Ko¨rperpunkt bei der sogenannten Cosserat-Theorie ein starres Direkto-
rendreibein zugeordnet, das rotieren kann. Jeder materielle Punkt hat folglich 6 Freiheitsgrade,
drei Verschiebungen und drei Drehungen des Dreibeins, wodurch neben den Kraftspannun-
gen zusa¨tzlich auch Momentenspannungen eingefu¨hrt werden mu¨ssen. Der Spannungstensor ist
nicht mehr symmetrisch.
Die Modellbildung wurde von Eringen [24] durch Einfu¨hrung der schon erwa¨hnten mikro-
morphen Kontinua systematisch erweitert. Als Sonderfa¨lle lassen sich sowohl eine mikropolare
Theorie als auch Gradiententheorien ableiten. Die mikropolare Theorie wiederum ist bis auf
eine zusa¨tzliche Bilanzgleichung (Bilanz der Mikrotra¨gheit) identisch mit der Cosserat-Theorie.
In weiteren Arbeiten u¨bertrug Eringen seine Theorie auf Materialien mit Geda¨chtnis [31],
Mischungen (Twiss & Eringen [29], [30]) und Fluide [25], [27].
Maugin [56] formulierte ein Variationsprinzip fu¨r nichtdissipative mikromorphe Festko¨rper.
Restriktionen an Materialparameter der elastischen Theorie wurden von Smith [70] gefun-
den. Erweiterungen auf Plastizita¨t sind dem Autor nicht bekannt, wa¨hrend fu¨r den mikropo-
laren Sonderfall Plastizita¨tsmodelle zur Darstellung der Rotation von Ko¨rnern polykristalliner
Materialien eingefu¨hrt wurden (siehe z. B. Lachner [49] oder Lippmann [55]). Des Weite-
ren leisten mikropolare Plastizita¨tsmodelle auch zur Regularisierung netzabha¨ngiger Finite-
Elemente-Lo¨sungen (Steinmann [71]) und zur Simulation des Verhaltens von Bauteilen der
Mikrosystemtechnik (Grammenoudis [35]) Beitra¨ge.
Aufgrund der Komplexita¨t gab es bisher wenige Anwendungsgebiete der mikromorphen Konti-
nuumstheorie. Eine Anwendung ist die Simulation von Dispersionsrelationen elastischer Wellen
(Mindlin [58]). In anderen Arbeiten wurde das mechanische Verhalten von Erdbebenwellen
mit elastischen mikromorphen Theorien dargestellt (Nagahama [59] und Teisseyre [73]).
Mit diesen Modellen ist die Abbildung der Mikrostruktur von Geomaterialien (Bielski [13])
und die Simulation seismischer Rotationswellen mo¨glich (Nagahama [60]).
1.3 Voraussetzungen
Es werden in dieser Arbeit lediglich isotherme Deformationen betrachtet. ϕ˙ (t) bezeichnet die
materielle Zeitableitung einer Funktion ϕ (t) nach der Zeit t.
Zur Unterscheidung von Skalaren, Vektoren und Tensoren bietet sich folgende Konvention an:
Skalare sind in Normalschrift (italic), Vektoren, Dyaden und Tensoren 3. Stufe in Fettschrift
gedruckt. Der fettgedruckte kalligraﬁsche Schrifttyp kennzeichnet Tensoren 4., 5. und 6. Stufe.
Matrizen und Vektoren werden im Fettdruck dargestellt und sind unterstrichen.
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Die Komponentendarstellungen tensorieller Gro¨ßen beziehen sich auf ein kartesisches Koordi-
natensystem und unterliegen der Einsteinschen Summationskonvention. In Indexnotation be-





a · b und a ⊗ b sind das innere und dyadische Produkt zweier Vektoren a und b. Fu¨r zwei
Dyaden A und B bezeichnen trA, detA, A−1 und AT die Spur, Determinante, Inverse und
Transponierte von A.
A · B = tr (ABT ) kennzeichnet das innere Produkt zwischen A und B. ‖A‖ = √A ·A und
AD = A − 1/3 tr (A) 1 sind die euklidische Norm und der Deviator von A. {}S und {}A
bezeichnen die symmetrischen bzw. antimetrischen Anteile einer Dyade.
Es gelten folgende Beziehungen zwischen einem Tensor dritter Stufe M = B⊗u, einem Tensor
zweiter Stufe B und Vektoren b, c,u,v:
M[c,b,v] = B[c,b](u · v) = (c ·Bb)(u · v) . (1.2)
Kovariante Basisvektoren krummliniger Koordinaten Gk in der Referenzkonﬁguration werden







B Materieller Ko¨rper des Makrokontinuums
M Materieller Ko¨rper des Mikrokontinuums
MR, Mt Raumbereich des Mikrokontinuums in der Referenz-
bzw. Momentankonﬁguration
RR, Rt Raumbereich des Makrokontinuums in der Referenz-
bzw. Momentankonﬁguration
X materieller Punkt des Makrokontinuums
dV Volumenelement
Ξ materieller Punkt des Mikrokontinuums
X, x Raumpunkt des Makrokontinuums in der Referenz-
bzw. Momentankonﬁguration
X ′, x′ Raumpunkt des Mikrokontinuums in der Referenz-
bzw. Momentankonﬁguration
Skalare
∆,∆,∆ skalare Verzerrungs- und Kru¨mmungsmaße
d skalare Scha¨digung
m, m′ Masse des Makro- bzw. Mikrokontinuums
ψ speziﬁsche freie Energiefunktion
ρ, ρ′ Dichte des Makro- bzw. Mikrokontinuums
1.4. NOTATION 5
Vektoren
b Volumenkraftdichte (Kraft pro Volumeneinheit)
ei kartesische Koordinaten
Gk, gk Tangente an konvektive Koordinaten in RR und Rt (Makrokontinuum)
t Spannungsvektor (Kraft pro Fla¨cheneinheit)
v Geschwindigkeit des Punktes X
v′ Relativgeschwindigkeit des Punktes Ξ, bezogen auf den
Schwerpunkt des Mikrokontinuums
X, x Ortsvektor des Punktes X in RR und Rt (Makrokontinuum)
X′, x′ Ortsvektor des Punktes Ξ in MR und Mt (Mikrokontinuum)
dX, dx materielles Linienelement des Makrokontinuums in RR und Rt
dX′, dx′ materielles Linienelement des Mikrokontinuums in MR und Mt
ξ˜, ξ Normale einer materiellen Fla¨che des MikrokontinuumsinMR und Mt
Tensoren zweiter Stufe
D, d Verzerrungsgeschwindigkeiten
1 Einheitstensor zweiter Stufe
˜, β˜ Verzerrungstensoren, bezogen auf die Referenzkonﬁguration
, β linearisierte Verzerrungstensoren
F, f Deformationsgradienten des Makro- und Mikrokontinuums
H, h Verschiebungsgradienten des Makro- und Mikrokontinuums
L, l Geschwindigkeiten des Makro- und Mikrodeformationsgradienten
Λ double forces pro Fla¨che
Φ double forces pro Volumen
Q orthogonaler Tensor
R, r Rotationstensor des Makro- und Mikrokontinuums
T, Σ Spannungstensoren der linearen Theorie
U,V linker bzw. rechter Cauchyscher Strecktensor des Makrokontinuums
u¯, v¯ linker bzw. rechter Cauchyscher Strecktensor des Mikrokontinuums
W, w Wirbeltensoren
Tensoren dritter Stufe
K˜ Kru¨mmungstensor bezogen auf RR
K linearisierter Kru¨mmungstensor
M Momentenspannungstensor der linearen Theorie
Materialtensoren
A, B, D Materialtensoren 4. Stufe - Elastizita¨t
C Materialtensor 6. Stufe - Elastizita¨t
P , Q, Materialtensoren 4. Stufe - Fließfunktion
R Materialtensor 6. Stufe - Fließfunktion
S Materialtensor 6. Stufe - kinematische Verfestigung
T (1), T (2), T (3), T (4) Materialtangenten 4. Stufe
T (5) Materialtangente 6. Stufe
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Materialparameter
λ, µ Lame´-Konstanten
b1, b2 Parameter des Elastizita¨tstensors B
d1, d2 Parameter des Elastizita¨tstensors D
c1, . . . , c11 Parameter der Elastizita¨tstensors C
p1, p2, q, r7 Parameter der Fließfunktion
e1, e2, e3, g1, Parameter der kinematischen
g2, s1, . . . , s11 Verfestigung
b, c isotrope Verfestigung




Zu Beginn dieses Kapitels werden Grundlagen bereitgestellt, die zur geometrischen Beschrei-
bung des Deformationsverhaltens eines Ko¨rpers no¨tig sind.
Abschnitt 2.2 fasst fundamentale Beziehungen der Kinematik klassischer Kontinua kurz zu-
sammen. Detailiertere Ausfu¨hrungen zu diesem Thema sind in zahlreichen Lehrbu¨chern wie
Altenbach [6], Haupt [40], Holzapfel [43], Lemaitre & Chaboche [53] und Tsakma-
kis [75] zu ﬁnden. Zum Schluss folgt eine Diskussion der Kinematik mikromorpher Kontinua,
wie sie in Tsakmakis [76] dargestellt wurde.
2.2 Kinematik klassischer Kontinua
Gegeben sei ein materieller Ko¨rper B im dreidimensionalen euklidischen Punktraum E, der
bezu¨glich einer Referenzkonﬁguration den Raumbereich RR einnimmt. Es wird vorausgesetzt,
dass sich der Ko¨rper zur Zeit t = 0 in der Referenzkonﬁguration beﬁndet. Nach Festlegung
eines Ursprungs O in E kann jeder materielle Punkt X des Ko¨rpers durch einen Raumpunkt
X bzw. durch einen Ortsvektor X identiﬁziert werden. Zum Zeitpunkt t nimmt der Ko¨rper
B den Raumbereich Rt in der Momentankonﬁguration (= aktuelle Konﬁguration) ein. Jedem
materiellen Punkt wird in dieser Konﬁguration ein Raumpunkt x bzw. Ortsvektor x zuge-
wiesen. Der Ort des materiellen Punktes X la¨sst sich somit in Abha¨ngigkeit von t durch die
Bewegungsgleichung
x = xˆ(X, t) , (2.1)
mit einer fu¨r feste Zeit t existierenden Inversen
X = Xˆ(x, t) (2.2)
beschreiben. u bezeichnet die Verschiebung des Punktes:
u := x−X . (2.3)
Fu¨r seine Geschwindigkeit gilt:
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= GRAD xˆ . (2.5)
F u¨berfu¨hrt materielle Linienelemente an Punkten in der Referenzkonﬁguration dX in mate-
rielle Linienelemente an Punkten in der Momentankonﬁguration dx (siehe z. B. Tsakmakis
[75]):
dx = FdX . (2.6)
Setzt man weiterhin (detF > 0) voraus, existiert eine eindeutige polare Zerlegung des Deforma-
tionsgradienten F in einen eigentlich orthogonalen Rotationstensor R und einen symmetrisch,
positiv deﬁniten Tensor (rechter Strecktensor U oder linker Strecktensor V):
F = RU = VR . (2.7)
Nach Ersetzen von dX durch die inverse Beziehung von Gleichung (2.6) und Bildung der ma-
teriellen Zeitableitung folgt:
(dx)˙ = F˙F−1 dx . (2.8)
Die multiplikative Verknu¨pfung F˙F−1 bildet den ra¨umlichen Geschwindigkeitsgradienten L:




L fu¨hrt somit die zeitliche A¨nderung des Linienelementes dx auf sich zuru¨ck und kann additiv













L− LT ) . (2.11)
Es besteht die Mo¨glichkeit, mit Normalen an materiellen Fla¨chen anstelle von materiellen Li-
nienelementen zu arbeiten. Man betrachtet hierzu eine einparametrige Familie von materiellen
Fla¨chen
Λ(X) = k = const. (2.12)
der Referenzkonﬁguration, die man mit (2.2) bezu¨glich der aktuellen Konﬁguration darstellen
kann:
λ(x, t) := Λ(Xˆ(x, t)) = k . (2.13)
Eine Transformationsbeziehung fu¨r Normale an materiellen Fla¨chen erha¨lt man durch totale
Diﬀerentiation der Gleichungen (2.12) und (2.13):
χ = FT−1χˆ (2.14)
mit
χˆ := GRADΛ (X) . (2.15)
Somit u¨berfu¨hrt FT−1 Normale an materielle Fla¨chen in der Bezugskonﬁguration χˆ in Normale
an materielle Fla¨chen in der Momentankonﬁguration χ. Die materielle Zeitableitung χ˙ lautet:




χ = −LT χ . (2.16)
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2.3 Kinematik mikromorpher Kontinua
Mikromorphe Kontinua sind eine systematische Erweiterung der klassischen Theorie. Anschau-
lich wird jedem Punkt ein als Substruktur oder Mikrokontinuum bezeichneter deformierbarer
materieller Ko¨rper M zugewiesen (Eringen [26]). Jedes Mikrokontinuum besteht aus einer
MR Mt
RR Rt
X′ x′X X ′ x
x′
X x
Abbildung 2.1: Mikromorpher Ko¨rper in Referenz- und Momentankonﬁguration
Menge materieller Punkte Ξ, die in der Referenzkonﬁguration den Raumbereich MR und in
der aktuellen Konﬁguration den Raumbereich Mt einnehmen (siehe Abbildung 2.1). Hierbei
wird vorausgesetzt, dass jeder materielle Punkt X Koordinatenursprung und Schwerpunkt eines
zugeho¨rigen Mikrokontinuums ist. Der vektorielle Abstand eines Punktes Ξ des Mikrokontinu-
ums vom Koordinatenursprung X wird abha¨ngig von der gewa¨hlten Konﬁguration mit X′ oder
x′ bezeichnet. Analog zum Makrokontinuum kann man eine Bewegung des Mikrokontinuums
x′ = xˆ′ (X, X′, t) (2.17)
beschreiben. Es wird angenommen, dass xˆ′ eine stetig diﬀerenzierbare Funktion darstellt und
dass Gleichung (2.17) nach X′
X′ = Xˆ′(X, x′, t) (2.18)





zu, der Tangenten an materielle Linien in MR auf Tangenten an materielle Linien in Mt unter
der u¨blichen Annahme (detf > 0) abbildet:
dx′ = fdX′ . (2.20)
Der Deformationsgradient des Mikrokontinuums f kann in einen eigentlich orthogonalen Tensor
r und einen symmetrisch, positiv deﬁniten Tensor u¯ bzw. v¯ polar zerlegt werden:
f = ru¯ = v¯r . (2.21)
Die Relativverschiebung u′ des Punktes x′ gegenu¨ber X ′ ist mit
u′ = x′ −X′ (2.22)
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gegeben. Des Weiteren kann eine Relativgeschwindigkeit bezu¨glich des Schwerpunktes mit
v′ (x, x′, t) =
d
dt
xˆ′ (X, X′, t) (2.23)
eingefu¨hrt werden. Die absolute Geschwindigkeit jedes Punktes der Mikrostruktur ergibt sich
aus der Summe von Schwerpunkts- und Relativgeschwindigkeit (siehe Abbildung 2.2).
Es wird angenommen, dass die Geschwindigkeit v′ in einer Taylorreihe bezogen auf den Schwer-
punkt entwickelt werden kann:



















Abbildung 2.2: Relativgeschwindigkeit v′
Unter der Annahme einer homogenen Deformation des Mikrokontinuums verschwinden die






[x′] = lx′ . (2.25)






= f˙ f−1 (2.26)
eingefu¨hrt, der in Analogie zu (2.9) additiv in einen symmetrischen und antimetrischen Anteil
zerlegt werden kann:
















Theorien, bei denen lediglich homogene Mikrodeformationen zula¨ssig sind, nennt Eringen [26]
mikromorphe Kontinua vom Grad 1. Folglich kann man die Deformation durch 3 deformierbare
Vektoren darstellen, die an jedem materiellen Punkt der Makrostruktur angeheftet sind (siehe
Abbildung 2.3). Diese Vektoren bezeichnet man als Direktoren. Sie repra¨sentieren die Freiheits-
grade der Mikrodeformation, die mit dem Deformationsgradienten f beschrieben werden. Der












Abbildung 2.3: Direktoren in Referenz- und Momentankonﬁguration
2.4 Elastizita¨t
Die Deﬁnition kinematischer Gro¨ßen kann durch Betrachtung der speziﬁschen freien Energie-
funktion ψ motiviert werden. Hierzu nimmt man an, dass ψ im Falle eines mikromorphen
Materials eine Funktion folgender Gro¨ßen ist:
ψ = ψˆ(F, f , GRAD f) . (2.30)
Neben dem klassischen Deformationsgradienten F ha¨ngt ψ vom Deformationsgradienten des
Mikrokontinuums f und von GRAD f ab. Letzteres fu¨hrt eine innere La¨nge (=ˆ Abha¨ngigkeit von
Nachbarelementen) ein. Die Darstellung des Gradienten GRAD () kann bezu¨glich kartesischer







⊗ ei = ∂
∂Θk
⊗Gk . (2.31)
Gleichung (2.30) muss materiell objektiv sein. Somit wird gefordert, dass die speziﬁsche freie
Energie unabha¨ngig vom gewa¨hlten Beobachter ist:
ψ = ψ∗ = ψˆ(F∗, f∗, (GRAD f)∗) . (2.32)
Es wird postuliert, dass sich die Deformationsgradienten gema¨ß
f∗ = Qf ,
F∗ = QF
(2.33)
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transformieren. Mit (2.31) und (2.33) kann die Transformationsbeziehung
(GRAD f)∗ = QGRAD f (2.34)
berechnet werden. Nach Einsetzen von (2.33) und (2.34) in (2.30) folgt:
ψ (F, f , GRAD f) = ψ (QF, Qf , QGRAD f) . (2.35)
Diese Gleichung muss fu¨r alle eigentlich orthogonalen Tensoren Q gelten. Beru¨cksichtigt man
die polare Zerlegung beider Deformationsgradienten und wa¨hlt Q = r−1, so erha¨lt man
ψ = ψ¯
(




f−1F, u¯2, f−1GRAD f
)
= ψ˜(˜, β˜, K˜) .
(2.36)
Damit ist im Falle mikromorpher Elastizita¨t die speziﬁsche freie Energie eine Funktion dreier
Verzerrungs- bzw. Kru¨mmungsmaße, die wie folgt deﬁniert sind:





fT f − 1) = 1
2
(
u¯2 − 1) ,
K˜ := f−1 GRAD f .
(2.37)
Tensor ˜ ist von der Verzerrung des Makro- und Mikrokontinuums abha¨ngig. Mit β˜ wird ein
Greenscher Verzerrungstensor fu¨r das Mikrokontinuum deﬁniert. K˜ fu¨hrt nichtlokale Eﬀekte
in die Theorie ein. Es ist zu beachten, dass ˜, β˜ und K˜ in der Referenzkonﬁguration wirken,
wobei β˜ ein symmetrischer Tensor 2. Stufe und K˜ ein Tensor 3. Stufe ist. Eine geometrische
Interpretation wird im folgenden Abschnitt gegeben.
Die Diskussion der freien Energiefunktion veranschaulicht, dass mikromorphe Theorien eine
systematische Erweiterung der klassischen Theorie darstellen. Im Falle eines klassischen Konti-
nuums ha¨ngt ψ nur vom Deformationsgradienten des Makrokontinuums ab (siehe z. B. Becker
& Bu¨rger [10])
ψ = ψˆ (F) . (2.38)





FTF − 1) (2.39)
eingefu¨hrt.
Erweitert man die Theorie auf mikropolare Kontinua, entsteht eine zusa¨tzliche Abha¨ngigkeit
vom Rotationstensor des Mikrokontinuums r (siehe z. B. Elsa¨sser [22] oder Grammenoudis
[35]):
ψ = ψˆ(FT r, rT GRAD r) . (2.40)
Man beno¨tigt in diesem Fall zwei Verzerrungs - bzw. Kru¨mmungstensoren, wobei der erste Ten-
sor eine relative Beziehung zwischen Makro- und Mikrokontinuum darstellt. Mit rT GRAD r
werden nichtlokale Eﬀekte beru¨cksichtigt. Der Spezialfall des mikropolaren Kontinuums zeich-
net sich dadurch aus, dass die Mikrokontinua lediglich rotieren. Bei mikromorphen Kontinua
vom Grad 1 sind zusa¨tzlich homogene Deformationen der Mikrokontinua zula¨ssig.
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2.5 Geometrische Interpretationen
2.5.1 Verzerrungstensor ˜




Abbildung 2.4: ˜ bzw.  in Referenz- und Momentankonﬁguration
Zur geometrischen Interpretation des Verzerrungstensors ˜ betrachtet man Tangentenvek-
toren an materiellen Linien des Makrokontinuums dX bzw. dx und Normalen an materiellen
Fla¨chen des Mikrokontinuums ξ˜ bzw. ξ mit den Transformationseigenschaften (siehe Abbildung
2.4):
dx = FdX ,
ξ = fT−1ξ˜ .
(2.41)
Ein mo¨gliches Maß fu¨r den Verzerrungszustand ist die skalare Diﬀerenz ∆, bestehend aus einem
Skalarprodukt von Normalen an materiellen Fla¨chen und Linienelementen:
∆ := ξ · dx− ξ˜ · dX . (2.42)
∆ kann unter Beru¨cksichtigung von (2.41) mit dem Lagrangeschen Tensorfeld ˜
∆ = ξ˜ · (f−1F− 1) dX = ξ˜ · ˜ dX (2.43)
dargestellt werden.
2.5.2 Verzerrungstensor β˜
Als zweites skalares Maß wird eine Diﬀerenz eingefu¨hrt, die abha¨ngig von Tangenten an mate-




(dx′ · dx′ − dX′ · dX′) . (2.44)
Nutzt man die Transformationsbeziehung fu¨r Tangenten an materiellen Linien des Mikrokon-
tinuums (siehe Abbildung 2.5)
dx′ = fdX′ , (2.45)







Abbildung 2.5: β˜ bzw. β in Referenz- und Momentankonﬁguration
kann (2.44) zu
∆ = dX′ · 1
2
(
fT f − 1) dX′ = dX′ · β˜ dX′ (2.46)
u¨berfu¨hrt werden. Der Greensche Verzerrungstensor des Mikrokontinuums ist folglich ein La-
grangesches Tensorfeld der Form β˜ = β¯ (X, t).
2.5.3 Kru¨mmungstensor K˜
Zur geometrischen Interpretation des Kru¨mmungstensors K˜ betrachten wir drei linear un-
abha¨ngige als Direktoren1 bezeichnete Vektoren Φ(i) i = {1, 2, 3}), die das an einem Punkt
X in RR angeheftete Mikrokontinuum repra¨sentieren. In der aktuellen Konﬁguration wird das
Mikrokontinuum durch die drei Direktoren ϕ(i) dargestellt (siehe Abbildung 2.3). Zwischen den
(kovarianten) Direktoren Φ(i) und ϕ(i) soll die Beziehung
ϕ(i) = f Φ(i) (2.47)
bestehen. Zusa¨tzlich fu¨hrt man (kontravariante) Direktoren Φ(i) und ϕ(i) mit der Transforma-
tionsvorschrift
ϕ(i) = fT−1Φ(i) (2.48)
ein. Die Kru¨mmung soll in Analogie zu den Verzerrungen mit einem skalaren Maß beschrieben
werden, das sowohl mit Gro¨ßen der Referenzkonﬁguration als auch mit Gro¨ßen der Momentan-
konﬁguration darstellbar ist. Es bietet sich an, eine von den ko- und kontravarianten Direktoren











1Mindlin verwendet in [58] fu¨r diese Vektoren die Bezeichnung deformable directors.
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∆ ist ein nichtlokales Maß, da durch Diﬀerentiation nach der konvektiven Koordinate Θk die
























⊗Gk = γ˜k ⊗Gk . (2.54)
Bezu¨glich kartesischer Koordinaten ergibt sich folgende Darstellung fu¨r K˜:
K˜ = K˜ijk ei ⊗ ej ⊗ ek = f−1ip
∂fpj
∂Xk
ei ⊗ ej ⊗ ek . (2.55)
2.6 Linearisierung der Verzerrungstensoren
Bei vielen technischen Problemen ist es vo¨llig ausreichend, sich auf kleine Deformationen zu
beschra¨nken, was wir auch im Folgenden voraussetzen wollen. In diesem Fall gibt es keine Un-
terscheidung zwischen Lagrangescher und Eulerscher Darstellung. Demnach ist es irrelevant,
ob man die Feldgleichungen bezu¨glich materieller oder ra¨umlicher Koordinaten angibt.
Die Verzerrungstensoren mu¨ssen unter diesen Voraussetzungen linearisiert werden, wozu man
die Beziehungen zwischen Deformations- und Verschiebungsgradienten des Mikro- und Makro-
kontinuums nutzt:









16 KAPITEL 2. THEORIE MIKROMORPHER KONTINUA
Hierbei liefern die euklidischen Normen ‖ · ‖ beider Verschiebungsgradienten und deren Raten,
die als klein deﬁniert werden, falls δi  1 mit (i = 1, 2, 3, 4), einen Hinweis auf die Gro¨ße der
Deformation:
δ1 := ‖H‖ ,
δ2 := ‖h‖ ,
δ3 := ‖H˙‖ ,
δ4 := ‖h˙‖ .
(2.57)
Andernfalls spricht man von großen Deformationen. Fu¨r kleine Werte der Skalare δi sind nach
Altenbach [6] notwendigerweise auch alle Komponenten der Verschiebungsgradienten und
deren Raten klein. Kleine Verzerrungen und kleine Rotationen sind somit auch eingeschlossen.
Da bei der geometrisch linearen Theorie nicht zwischen Lagrangeschen und Eulerschen Koor-
dinaten unterschieden werden muss, la¨sst sich zeigen, dass die Ableitungen der Verschiebungen
nach den materiellen Koordinaten X bzw. X′ durch Ableitungen nach den Ortskoordinaten x
















F ≈ 1 und f ≈ 1 . (2.59)
Weiterhin gelten folgende asymptotische Na¨herungen fu¨r die Inverse des Mikrodeformations-
gradienten
f−1 ≈ 1− h (2.60)
und die Geschwindigkeitsgradienten
L = F˙F−1 ≈ H˙ ,
l = f˙ f−1 ≈ h˙ . (2.61)
Unter Beachtung dieser Bedingungen wird die Linearisierung der drei Verzerrungstensoren ˜, β˜
und K˜ durchgefu¨hrt. Mit (2.60) kann gezeigt werden, dass die Linearisierung des Verzerrungs-
tensors ˜
˜ = f−1F− 1 ≈ H− h =:  (2.62)
eine Diﬀerenz zwischen Makro- und Mikroverschiebungsgradienten ergibt. Aus diesem Grund
bezeichnet Mindlin [58]  als relativen Verzerrungstensor.











=: β , (2.63)
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liefert einen Verzerrungstensor β, der einen linearisierten Greenschen Verzerrungstensor fu¨r das
Mikrokontinuum darstellt.
Der Kru¨mmungstensor dritter Stufe K˜ ha¨ngt von der Ableitung des Mikrodeformationsgradi-
enten f nach materiellen Koordinaten des Makrokontinuums ab. Bezu¨glich kartesischer Koor-






= f−1il flj,k . (2.64)
Mit Gleichung (2.60) folgt:
K˜ijk ≈ (δil − hil) hlj,k = hij,k − hilhlj,k . (2.65)
Unter Vernachla¨ssigung des Terms ho¨herer Ordnung hilhlj,k ergibt sich der linearisierte Kru¨m-
mungstensor K:
K˜ijk ≈ hij,k =: Kijk . (2.66)
Die Raten der linearisierten Verzerrungs- und Kru¨mmungstensoren lauten:












Mindlin beschreibt in [58] die Deformation mit nahezu identischen Verzerrungstensoren. Im







anstelle des Mikroverzerrungstensors β. Zusa¨tzlich fu¨hrt er einen gemischten Verzerrungstensor
und einen Kru¨mmungstensor ein, die vergleichbar mit  und K dieser Arbeit sind.
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Kapitel 3
Bilanzgleichungen
In diesem Kapitel werden die Bilanzgleichungen mikromorpher Kontinua zusammengefasst. Sie
sind universal gu¨ltige Aussagen und werden zuna¨chst in integraler Form als globale Bedingun-
gen fu¨r den materiellen Ko¨rper B angegeben. Mit Hilfe des Lokalisationssatzes besteht jedoch
die Mo¨glichkeit, Diﬀerentialgleichungen zu gewinnen, die dann punktweise gelten.
Herleitungen von Bilanzgleichungen klassischer Kontinua ﬁndet man beispielsweise in Becker
& Bu¨rger [10], Altenbach [6] oder Holzapfel [43]. Erweiterungen auf mikromorphe Theo-
rien werden in Becker & Bu¨rger [10] und Eringen [32] angegeben.
3.1 Massenbilanz
Zur Herleitung der Massenbilanz mikromorpher Theorien werden sowohl Mikro- als auch Ma-
krokontinua als geschlossene Systeme betrachtet. Erzeugung und Vernichtung von Masse so-
wie Massenﬂuss durch materielle Fla¨chen sind ausgeschlossen. Dies motiviert, Massenerhal-
tungssa¨tze der Mikro- und Makrostrukturen einzufu¨hren, die besagen, dass die Massen der
















dm′ = 0 .
(3.1)
m bzw. m′ bezeichnen hierbei die Massen der Makro- und Mikrostrukturen.
Zur Ermittlung eines Zusammenhangs betrachtet Eringen [32] inﬁnitesimale Volumenelemen-
te der Makrostruktur ∆V in der Referenz- und ∆v in der Momentankonﬁguration. In Analogie
zur klassischen Kontinuumsmechanik wird hierbei angenommen, dass die Masse kontinuierlich
verteilt ist. Folglich existiert eine kontinuierliche Massendichte ρ in einem inﬁnitesimal kleinen
Volumenelement. Dessen Masse wird als Summe der Massen aller zugeordneten Mikroelemente
deﬁniert, die das inﬁnitesimale Volumen ∆V ′ in der Referenz- und ∆v′ in der Momentankonﬁ-
guration unter der Bedingung
∆V ′ < ∆V (3.2)
einnehmen. Weiterhin nimmt man an, dass die Massen der Mikrokontinua wa¨hrend der Defor-
mation erhalten bleiben:
∆m′ = ρ′R ∆V
′ = ρ′∆v′ = const. . (3.3)
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Hierbei sind ρ′R bzw. ρ
′ die Dichten der Mikrostruktur in der Referenz- und Momentankonﬁgu-
ration.
Anhand einer Grenzwertbetrachtung kann anschließend gezeigt werden, dass fu¨r das Makro-
kontinuum die aus der klassischen Theorie bekannte Kontinuita¨tsgleichung
∆m = ρR ∆V = ρ∆v = const. (3.4)
gilt.
3.2 Impuls- und Drehimpulsbilanz
Ausgangspunkt zur Herleitung der Impuls- und Drehimpulsgleichungen ist die Bedingung, dass
im quasistatischen Fall die virtuelle Arbeit innerer Kra¨fte δW(i) und die virtuelle Arbeit a¨ußerer,
eingepra¨gter Kra¨fte δW(a) identisch sind:
δW(a) − δW(i) = 0 . (3.5)
Hierbei soll vorausgesetzt werden, dass reine Elastizita¨t vorliegt. Unter der Annahme, dass die





ρψ dV . (3.6)




ρδψ dV . (3.7)





ρδψ dV . (3.8)
Mit der Annahme, dass die Forma¨nderungsenergiedichte eine Funktion der drei Verzerrungs-




· δ + ρ∂ψ
∂β
· δβ + ρ ∂ψ
∂K
· δK . (3.9)
Nach Einfu¨hrung dreier zu , β und K thermodynamisch konjugierten Spannungen bzw. Mo-
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deﬁniert sind, gilt:
ρδψ = T · δ + Σ · δβ + M · δK . (3.11)
Hierbei ist T das Analogon zum klassischen Spannungstensor. Mit Σ wird ein symmetrischer
Spannungstensor eingefu¨hrt, der zum Mikroverzerrungstensor β thermodynamisch konjugiert
ist. M kennzeichnet einen mit dem Kru¨mmungstensor K verknu¨pften Momentenspannungsten-




T · δ dV +
∫
Rt
Σ · δβ dV +
∫
Rt
M · δK dV . (3.12)
Im na¨chsten Schritt ersetzt man auf Grundlage der Beziehungen (2.62-2.66) die Variationen
der Verzerrungs- bzw. Kru¨mmungstensoren durch die der Mikro- und Makroverschiebungsgra-







ausgedru¨ckt. In dieser erweiterten Theorie wird somit neben den Makroverschiebungen u eine
weitere Gro¨ße variiert, der Mikroverschiebungsgradient h. Dabei muss gewa¨hrleistet sein, dass








auf eindeutige Weise drei Mikroverschiebungen u′ liefert. Da wir von einer homogenen Defor-
mation innnerhalb des Mikrokontinuums ausgehen, ist diese Voraussetzung erfu¨llt.
Die virtuellen Arbeiten aus Gleichung (3.11) kann man unter diesen Voraussetzungen durch
Skalarprodukte zwischen Spannungstensoren sowie den virtuellen Gro¨ßen δu und δh darstel-
len:







Σ · δβ = Σ · δh ,




Dabei wird in Gleichung (3.15b) die Symmetrie von Σ und δβ ausgenutzt. Somit folgt fu¨r die




















Tpq nq δup dA−
∫
Rt
∂Tpq,q δup dV (3.17)
und ∫
Rt
Mpqr hpq,r dV =
∫
∂Rt
Mpqr δhpq nr dA −
∫
Rt
Mpqr,r δhpq dV . (3.18)
22 KAPITEL 3. BILANZGLEICHUNGEN




ρ Tpq,q δup dV +
∫
Rt




ρ Tpq δup nq dA +
∫
∂Rt
ρMpqr δhpq nr dA .
(3.19)





fp δup dV +
∫
Rt




tp δup dA +
∫
∂Rt
Λpq δhpq dA .
(3.20)
Aus den Deﬁnitionen von up, hpq und der Tatsache, dass die Integranden der Gleichung (3.20)
Variationen von Arbeit pro Volumen oder pro Fla¨che darstellen, lassen sich die physikalischen
Bedeutungen der neu eingefu¨hrten Gro¨ßen ableiten (siehe Mindlin [58]). Somit sind
fp = f¯p (x, t) (3.21)
die aus der klassischen Theorie bekannte Volumenkraftdichte und
tp = t¯p (n, x, t) (3.22)
der Spannungsvektor. Der Interpretation von Mindlin folgend ko¨nnen
Φpq = Φ¯pq (x, t) (3.23)
und
Λpq = Λ¯pq (n, x, t) (3.24)
als double forces pro Volumen bzw. Fla¨che gedeutet werden. Die Diagonalkomponenten beider
Dyaden sind double forces ohne, die restlichen Komponenten sind double forces mit Moment. In
beiden Fa¨llen gibt der erste Index die Orientierung des Hebelarms zwischen den Kra¨ften, der
zweite die Orientierung der Kra¨fte an. Bei einer Fla¨che mit a¨ußerem Einheitsnormalenvektor
in positive Koordinatenrichtung zeigt die Kraft am positiven Ende des Hebelarms in positive
Richtung und die am negativen Ende in negative Richtung. Bei Fla¨chen mit Normalen in
negativer Koordinatenrichtung gelten umgekehrte Beziehungen.





[Tpq,q + fp] δup dV +
∫
Rt




[tp − Tpq nq δup] dA +
∫
∂Rt
[Λpq − Mpqr nr] δhpq dA .
(3.25)
Diese Gleichung beinhaltet die lokalen Formen von Impulsbilanz
Tpq,q + fp = 0 , (3.26)
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Drehimpulsbilanz
Φpq − Σpq + Tpq + Mpqr,r = 0 (3.27)
und 12 Randbedingungen, bestehend aus drei Spannungsrandbedingungen
tp = Tpq nq (3.28)
und 9 Momentenspannungsrandbedingungen
Λpq = Mpqr nr . (3.29)
Somit entspricht die Impulsbilanzgleichung (3.26) derjenigen der klassischen Theorie. Die zu-
geho¨rigen Randbedingungen sind Gleichung (3.28) zu entnehmen. Als zusa¨tzliche Bedingung
muss allerdings die lokale Form der Drehimpulsbilanz (3.27) mit zugeho¨rigen Momentenspan-
nungsrandbedingungen (3.29) beachtet werden. Hierbei kann man die 27 Komponenten des
Tensors 3. Stufe M in Analogie zu (3.23) und (3.24) als double forces pro Fla¨che verstehen.
Sa¨mtliche Spannungs- und Verzerrungstensoren sind in Tabelle 3.1 aufgelistet.
Verzerrungstensoren Spannungstensoren






Mikroverzerrung Σ 2. Spannungstensor
K = GRADh Gradient von h M Momentenspannung
Tabelle 3.1: Spannungs- und Verzerrungstensoren der linearen mikromorphen Theorie
3.3 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik
Die Materialgleichungen mu¨ssen den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik stets erfu¨llen, d.
h. es darf zu keinem Zeitpunkt Entropie vernichtet werden. Zusa¨tzlich beschra¨nkt man die
Betrachtung auf isotherme Prozesse mit homogener Temperaturverteilung. Wird als Bedin-
gung fu¨r die nichtnegative Entropieproduktion der zweite Hauptsatz in Form der Clausius-
Duhem-Ungleichung angenommen, so erha¨lt man fu¨r ein klassisches Material (Material ohne
Mikrostruktur) folgende Ungleichung:
T ·D − ρψ˙ ≥ 0 . (3.30)
T ist der klassische Cauchysche Spannungs- und D der Verzerrungsgeschwindigkeitstensor. Das
Skalarprodukt zwischen beiden Gro¨ßen ergibt die Spannungsleistung, ρψ˙ kennzeichnet die Rate
der freien speziﬁschen Energie. Im Falle mikromorpher Theorien vom Grad 1 muss man neben
den klassischen Spannungen T noch den Spannungstensor Σ und Momentenspannungen M
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beru¨cksichtigen. Diese wurden als thermodynamisch konjugierte Gro¨ßen zu den Mikroverzerrun-
gen und Kru¨mmungen eingefu¨hrt (siehe Gleichung (3.10)). Die Clausius- Duhem- Ungleichung
besitzt somit nach Eringen [32] folgende Struktur:
T · (L − l) + Σ · l + M · ∂l
∂x
− ρψ˙ ≥ 0 . (3.31)
Die ersten drei Summanden bilden die Spannungsleistung, ρψ˙ ist analog zur klassischen Theorie
die Rate der freien Energie. Im na¨chsten Schritt werden die Verzerrungsgeschwindigkeitstenso-
ren durch Raten der linearisierten Verzerrungstensoren ersetzt (siehe Gleichung 2.67). Hierbei
wird die Symmetrie von Σ ausgenutzt:
T · ˙+ Σ · β˙ + M · K˙− ρψ˙ ≥ 0 . (3.32)
In klassischen Theorien setzt man eine additive Aufspaltung der freien Energiefunktion in elas-
tische und plastische Anteile voraus. Es wird angenommen, dass fu¨r mikromorphe Theorien
diese Beziehung ebenfalls gilt:
ψ = ψe + ψp . (3.33)
Somit folgt fu¨r Gleichung (3.32):
T · ˙+ Σ · β˙ + M · K˙− ρψ˙e − ρψ˙p ≥ 0 . (3.34)
Aus dieser Bedingung lassen sich Elastizita¨tsgesetze und eine innere Dissipationsungleichung
bestimmen. Dazu wird fu¨r den Fall von elasto- plastischem Materialverhalten bei kleinen Verfor-
mungen die Existenz von additiven Aufspaltungen der Verzerrungs- und Kru¨mmungstensoren
in elastische und plastische Anteile vorausgesetzt:
 = e + p ,
β = βe + βp ,
K = Ke + Kp .
(3.35)
Es wird angenommen, dass die plastischen Verformungen keinen Einﬂuss auf die elastischen
Eigenschaften haben. Dies motiviert, ψe lediglich als Funktion der drei elastischen Anteile von
, β und K darzustellen:
ψe = ψ¯e (e,βe,Ke) . (3.36)




















· K˙ + ρ ∂ψe
∂Ke
· K˙p − ρψ˙p ≥ 0 .
(3.37)
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zusammen mit der sogenannten inneren Dissipationsungleichung:
Dint = T · ˙p + Σ · β˙p + M · K˙p − ρψ˙p ≥ 0 . (3.39)
Die innere Dissipationsungleichung dient zur Herleitung von Evolutionsgleichungen, die das
Verfestigungsverhalten des Materials beschreiben.




Nach der Herleitung der Elastizita¨tsgesetze (3.38) werden Evolutionsgleichungen gesucht, die
das plastische Materialverhalten (Verfestigung) beschreiben. Oft unterscheidet man zwischen
zwei Arten der Verfestigung:
Zum einen wird das Aufstauen von Versetzungen an Korngrenzen und Einschlu¨ssen durch kine-
matische Verfestigung dargestellt. Das gegenseitige Behindern des Gleitens von Versetzungen
bezeichnet man als isotrope Verfestigung. U¨blicherweise wird angenommen, dass beide Ver-
festigungsarten voneinander unabha¨ngig sind. Dies impliziert eine additive Aufspaltung des






in einen zur Beschreibung der kinematischen und einen weiteren zur Beschreibung der isotropen
Verfestigung. Somit kann man beide Ansa¨tze unabha¨ngig voneinander betrachten.
Zur Abgrenzung des plastischen vom elastischen Werkstoﬀverhalten wird eine Fließfunktion im
Spannungsraum deﬁniert, die eine Funktion der Spannungen und inneren Variablen ist. Werte
f < 0 stellen rein elastische Zusta¨nde dar. Plastisches Fließen kann nur fu¨r f = 0 stattﬁn-
den. Fu¨r festgehaltene innere Variablen wird durch die Gleichung f = 0 eine Fließﬂa¨che im
Spannungsraum beschrieben. Wa¨hrend des plastischen Fließens kann sich die Fließﬂa¨che trans-
latorisch bewegen. Diese Bewegung wird durch die kinematische Verfestigung dargestellt. Ne-
ben isotroper und kinematischer Verfestigung kann die Fließfunktion von Scha¨digungsvariablen
abha¨ngig sein. In der vorliegenden Arbeit wird isotrope Scha¨digung angenommen, die mittels
einer skalarwertigen inneren Variablen formuliert ist. Insgesamt entspricht das angenommene
Scha¨digungsgesetz dem von Rabotnov [62] eingefu¨hrten Konzept der eﬀektiven Spannung,
kombiniert mit dem Prinzip der Dehnungsa¨quivalenz.
4.2 Isotrope und kinematische Verfestigung
Nach Tsakmakis [74] (vergleiche auch Chaboche [17]) bietet es sich an, die isotrope Verfe-
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r ist eine innere, skalarwertige Gro¨ße vom Dehnungstyp, c und r0 sind nichtnegative Material-






= c (r + r0) (4.3)
eine zu r thermodynamisch konjugierte Gro¨ße vom Spannungstyp eingefu¨hrt, die das Verhalten






r˙ = Rr˙ . (4.4)
Zur Erweiterung der konstitutiven Theorie auf kinematische Verfestigung wird vorausgesetzt,
dass additive Zerlegungen der plastischen Anteile der Verzerrungs- und Kru¨mmungsmaße in
Anteile kinematischer Verfestigung und Anteile existieren, die mit der dissipierten Arbeit zu-
sammenha¨ngen:
p = k + d ,
βp = βk + βd ,
Kp = Kk + Kd .



















· K˙k . (4.6)





















Die spannungsartigen Variablen Z, ζ und Mk stellen Translationstensoren der kinematischen
Verfestigung dar. Fu¨r die Dissipationsungleichung (3.39) folgt dann:
Dint = (T− Z) · ˙p + (Σ− ζ) · β˙p+
+(M−Mk) · K˙p + Z · ˙d+
+ζ · β˙d + Mk · K˙d −Rr˙ ≥ 0 .
(4.8)
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Es ist u¨blich, die von isotroper und kinematischer Verfestigung abha¨ngigen Eﬀekte getrennt
auszuwerten. Aus diesem Grund teilt man Dint in zwei Ungleichungen auf
D(iso)int = (T− Z) · ˙p + (Σ− ζ) · β˙p+
+(M−Mk) · K˙p −Rr˙ ≥ 0 ,
D(kin)int = Z · ˙d + ζ · β˙d + Mk · K˙d ≥ 0 ,
(4.9)
die hinreichende Bedingungen zur Erfu¨llung von Gleichung (4.11) sind und Restriktionen fu¨r
die Evolutionsgleichungen des plastischen Fließens darstellen.


















womit sich fu¨r die Ungleichungen (4.11) folgende vereinfachten Beziehungen ergeben:
D(iso)int = (σ − σk) · ε˙p −Rr˙ ≥ 0 ,
D(kin)int = σk · ε˙d ≥ 0 .
(4.11)
4.3 Fließbedingung und Evolutionsgleichungen
Sei
F = f (T,Σ,M,Z, ζ,Mk, R) = f˜ (σ,σk, R)
= f¯ (σ,σk)−R− k0
k0 = const.
(4.12)
die Darstellung der Fließfunktion im Spannungsraum. In Anlehnung an die klassische Plasti-
zita¨tstheorie wird eine sogenannte assoziierte Normalenregel gewa¨hlt. Somit erha¨lt man eine












die Fließrichtung an. s˙ ist eine aus der Konsistenzbedingung F˙ = 0 zu bestim-




ε˙p · ε˙p . (4.14)
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Als Fließfunktion wird eine konvexe Funktion im Spannungsraum
F =
√
∆T ·P [∆T] + ∆Σ ·Q [∆Σ] + ∆M ·R [∆M]−R− k0
mit zwei isotropen Tensoren 4. Stufe P , Q und einem isotropen Tensor 6. Stufe R eingefu¨hrt.
Man kann zeigen, dass f eine homogene Funktion ersten Grades in den Spannungen ist. Des
Weiteren wird plastische Inkompressibilita¨t gefordert, deﬁniert durch
detFp = 0 . (4.16)
Diese Bedingung ist bei metallischen Werkstoﬀen u¨blich. Im Falle mikromorpher Plastizita¨t
bietet es sich an, zusa¨tzlich
det fp = 0 (4.17)
anzunehmen. Es kann gezeigt werden (siehe Tsakmakis [76]), dass diese Inkompressibilita¨ts-
annahmen im Falle kleiner Deformationen a¨quivalent zu den Zwangsbedingungen
tr ˙p = tr β˙p = 0 (4.18)
sind. Folglich ist es zweckma¨ßig, die Fließfunktion mit den Spannungstensoren
∆T := TD − ZD ,
∆Σ := ΣD − ζD ,
∆M := M−Mk
(4.19)
darzustellen. Die isotropen Tensoren 4. Stufe sind unter Vernachla¨ssigung der Spurterme ab-
ha¨ngig von Produkten zweier linearer homogener Funktionen von Einheitstensoren zweiter Stu-
fe. Da ∆Σ symmetrisch ist, kann man Q mit lediglich einem Produkt von Einheitstensoren
beschreiben:
Pijpq = p1 δipδjq + p2 δiqδjp ,
Qijpq = q δipδjq .
(4.20)
Der isotrope Tensor 6. Stufe R besteht aus 15 Produkten von jeweils drei Einheitstensoren
zweiter Stufe (vergleiche mit Mindlin [58]). Zur Vereinfachung beschra¨nken wir uns allerdings
auf einen Term:
R = r7 δipδjqδkr . (4.21)
F ist somit eine Funktion von 4 Materialparametern (p1, p2, q, r7), wodurch sich folgende














































k := k0 + R .
(4.22)
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Weiterhin beno¨tigt man Diﬀerentialgleichungen zur Beschreibung des Verfestigungsverhaltens,
bestehend aus isotroper und kinematischer Verfestigung. Einschra¨nkungen an die zu wa¨hlenden
Evolutionsgleichungen stellen die Restungleichungen (4.11) dar.
Nach Tsakmakis [76] bietet es sich an, die Evolution des Fließﬂa¨chenradius k unter Einhaltung
der gegebenen Restriktionen durch
r˙ = (1− br) s˙‖ ∂f
∂σ
‖ ,
k˙ = R˙ = cr˙
(4.23)
zu beschreiben. In diesen Gleichungen bezeichnen b und c positive Materialparameter. Zur
Erfu¨llung der Bedingung D(kin)int ≥ 0 (4.11b) genu¨gen die Verfestigungsregeln:
˙p − ˙k = s˙
(




β˙p − β˙k = s˙ (g1 tr (ζ) 1 + g2 ζ) ,
K˙p − K˙k = s˙S [Mk] ,
(4.24)
bestehend aus 5 Materialparametern e1, e2, e3, g1, g2 und einem Materialtensor 6. Stufe S
Sijkpqr = s1 (δijδkpδqr + δjkδirδpq) +
+ s2 (δijδkqδrp + δkiδjrδpq) +
+ s3 δijδkrδpq + c4 δjkδipδqr +
+ s5 (δjkδiqδpr + δkiδjpδqr) +
+ s6 δkiδjqδrp + c7 δipδjqδkr +
+ s8 (δjpδkqδir + δkpδiqδjr) +
+ s9 δipδjrδkq + c10 δjpδkrδiq +
+ s11 δkpδirδjq ,
(4.25)
der von 11 Materialparametern (s1, s2, . . . , s11) abha¨ngt. Somit ergeben sich folgende Verfesti-
gungsregeln fu¨r die kinematische Verfestigung:
˙k = ˙p − s˙
(




β˙k = β˙p − s˙ (g1 tr (ζ) 1 + g2 ζ) ,
K˙k = K˙p − s˙S [Mk] .
(4.26)
4.4 Skalare Scha¨digung
In diesem Abschnitt wird die mikromorphe Plastizita¨tstheorie auf skalare Scha¨digung erweitert,
motiviert durch die Arbeiten von Chaboche [16], [18], La¨mmer [50], La¨mmer & Tsakmakis
[51] und Lemaitre [52], [54]. Grundlage bildet das von Rabotnov [62] eingefu¨hrte Konzept
der eﬀektiven Spannung, das mit dem Prinzip der Dehnungsa¨quivalenz kombiniert wird.
32 KAPITEL 4. VERFESTIGUNGSREGELN UND SCHA¨DIGUNG
Der im Allgemeinen anisotrope Charakter der Scha¨digung bleibt in dieser Arbeit unberu¨ck-
sichtigt. Vereinfachend wird angenommen, dass die Scha¨digung in alle Richtungen gleich wirkt
und deshalb durch ein Skalar d ∈ [0, 1] beschrieben werden kann. Fu¨r d = 0 ist der Werkstoﬀ
ungescha¨digt. d = 1 repra¨sentiert den vollkommen gescha¨digten Zustand.
Ausgangspunkt der Theorie ist die Annahme, dass die Anteile der speziﬁschen freien Energie-
funktion ψ





zusa¨tzlich Funktionen der skalarwertigen Scha¨digung d












sind. In Analogie zu La¨mmer [50] und La¨mmer & Tsakmakis [51] bieten sich folgende
Ansa¨tze fu¨r die Potenziale an:




e ·A [e] + 12βe ·B [βe] + 12Ke · C [Ke] + e ·D [β]
]
,









k ·ZA [k] + 12βk ·ZB [βk] +
+ 1
2




wobei A, B, D, ZA, ZB, ZD Tensoren 4. Stufe und C, ZC Tensoren 6. Stufe darstellen.




p quadratische Potentiale relativ zu den
jeweiligen Verzerrungen angenommen. Fu¨r den Fall der Isotropie werden die Materialtensoren
ausfu¨hrlich in Kapitel 6 diskutiert.
Zur Einbettung der um Scha¨digung erweiterten Theorie in einen thermodynamischen Rahmen
betrachtet man den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik in Form der Clausius-Duhem-



















· K˙ + ρ ∂ψe
∂Ke
· K˙p − ρψ˙p − ρ∂ψ
∂d
d˙ ≥ 0 .
(4.30)












= (1− d) ρC [Ke]
(4.31)
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und eine innere Dissipationsungleichung
Dint = T · ˙p + Σ · β˙p + M · K˙p − ρψ˙p − ρ
∂ψ
∂d
d˙ ≥ 0 , (4.32)
die eine Restriktion an die zu formulierenden Evolutionsgleichungen darstellt. Letztere kann
wiederum in 2 Anteile aufgeteilt werden:




d˙ ≥ 0 .
(4.33)
Die erste Ungleichung ist die Motivation, Evolutionsgleichungen der isotropen und kinemati-
schen Verfestigung zu formulieren (siehe Abschnitt 4.2). Aus der zweiten bestimmt man eine
Evolutionsgleichung fu¨r den skalaren Scha¨digungsparameter d.
Bei dem im Folgenden pra¨sentierten Konzept der eﬀektiven Spannungen ersetzt man alle span-
nungswertigen Gro¨ßen durch sogenannte eﬀektive Spannungen. Die Gro¨ßen vom Dehnungs-




1− d , Σ
(eﬀ) :=
Σ






1− d , ζ
(eﬀ) :=
ζ







1− d , k
(eﬀ) :=
R
1− d + k0 .
(4.34)





























−R(eﬀ) − k0 .
(4.36)
Das anschließende Ersetzen der eﬀektiven Spannungen durch σ, σk und R bedingt eine zusa¨tzliche
Abha¨ngigkeit der Fließfunktion von der skalaren Scha¨digung:
F = Fˆ (σ,σk, R, d)
= fˆ (σ,σk, d)− R
1− d − k0 .
(4.37)





∆T ·P [∆T] + ∆Σ ·Q [∆Σ] + ∆M ·R [∆M]− R
1− d − k0 . (4.38)
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‖ k(eﬀ) (1− d)
r7 M
(4.39)
und Evolutionsgleichungen der isotropen- und kinematischen Verfestigung





˙p − ˙k = s˙
1− d
(




β˙p − β˙k =
s˙
1− d (g1 tr(ζ)1 + g2 ζ) ,
K˙p − K˙k = s˙
1− d S [M]
(4.40)
hinreichende Bedingungen zur Erfu¨llung von D(p)int sind. Die Diﬀerentialgleichungen (4.40b)-
(4.40d) unterscheiden sich vom Gleichungssatz (4.24) lediglich durch den Faktor (1− d) im
Nenner. Die Evolutionsgleichung der isotropen Verfestigung bleibt unvera¨ndert (vergleiche mit
Reckwerth & Tsakmakis [64]).
Weiterhin muss die Ungleichung (4.33b) erfu¨llt werden. Hierzu fu¨hrt man eine zu d thermody-





die als Energiefreisetzungsrate bezeichnet wird. Leitet man nun die anfangs deﬁnierten Poten-
ziale (4.29) nach d ab, entsteht
−Ω = 1
2
e ·A [e] + 1
2
βe ·B [βe] +
1
2











k ·ZA [k] + 1
2
βk ·ZB [βk] +
1
2
Kk ·ZC [Kk] + k ·ZD [βk] .
(4.42)
Eine sehr einfache Evolutionsgleichung fu¨r d, welche (4.33b) erfu¨llt, lautet
d˙ = −s˙Ωα1 , (4.43)




Eine analytische Lo¨sung des Gleichungssystems, bestehend aus den kinematischen Beziehun-
gen, Impuls- und Drehimpulsbilanzgleichungen und Materialgesetzen, ist im Allgemeinen nicht
mo¨glich. Deshalb erfolgt zur Betrachtung beliebig komplexer mechanischer Strukturen eine nu-
merische Umsetzung des Modells im Rahmen der Methode der Finiten Elemente (FEM).
Die na¨herungsweise Berechnung mittels FEM erfordert eine U¨berfu¨hrung der Bilanzgleichun-
gen in eine schwache Form. Da ein Newton-Verfahren zur Lo¨sung herangezogen wird, beno¨tigt
man weiterhin eine Linearisierung der nichtlinearen Gleichungen. Diese bezieht sich hier auf die
jeweils letzte Gleichgewichtskonﬁguration. Die ermittelten Grundgleichungen werden diskreti-
siert und auf Elementebene mit einem Operator-Split-Verfahren integriert (siehe z. B. Simo
[67]). Anschließend folgen die Assemblierung des globalen Gleichungssystems und Lo¨sung der
globalen Gleichgewichtsiteration.
Die FE-Formulierung wird fu¨r ein zweidimensionales Problem eingehend dargelegt. In dieser Ar-
beit beschra¨nkt man sich auf ein isoparametrisches 8-Knoten-Scheibenelement fu¨r den ebenen
Verzerrungszustand. Dieses Element wird u¨ber eine Benutzerschnittstelle sowohl in das kom-
merzielle FE-Programm ABAQUS als auch in die frei verfu¨gbare Software DAEdalon1 einge-
bunden. Weiterhin werden konkrete Hinweise fu¨r den Zusammenbau der notwendigen Matrizen-
und Konstantenvektoren gegeben. Die Verallgemeinerung der Ideen und Vorgehensweisen zur
Lo¨sung von dreidimensionalen Aufgaben liegt auf der Hand.
5.1 Variationsformulierung
Das zu lo¨sende Randwertproblem wird durch die Kinematik, Bilanzgleichungen, konstitutive
Beziehungen und durch Randbedingungen charakterisiert. Zu den Randbedingungen za¨hlen




i auf ∂Ruit und hij = h0ij auf ∂Rhijt ,
Tij nj = t
0
i auf ∂Rtit und Mijk nk = Λ0ij auf ∂RΛijt .
(5.1)
1DAEdalon ist eine in der Arbeitsgruppe Elastomechanik des Fachbereichs Mechanik der Technischen Uni-
versita¨t Darmstadt entwickelte frei verfu¨gbare FE-Software (www. DAEdalon.org).
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Dabei mu¨ssen die Beziehungen
∂Ruit ∪ ∂Rtit = ∂Rt und ∂Ruit ∩ ∂Rtit = ∅ ,
∂Rhijt ∪ ∂RΛijt = ∂Rt und ∂Rhijt ∩ ∂RΛijt = ∅
(5.2)
erfu¨llt sein. Somit ist auf einem Rand mit der Spannungsrandbedingung t0i keine Verschiebung





kehrt) erlaubt. Hierbei kennzeichnen Rt bzw. ∂Rt das Volumen und den Rand des Ko¨rpers.
Grundlage der FE-Methode bildet die anfangs erwa¨hnte schwache Formulierung, die aus dem
Prinzip der virtuellen Verschiebung folgt. Bei mikromorphen Theorien beno¨tigt man neben der
schwachen Form der Impuls- auch die der Drehimpulsbilanz.
Durch Bildung des inneren Produktes zwischen der Impulsbilanz und einer vektorwertigen Test-
funktion bei anschließender Integration u¨ber das Lo¨sungsgebiet erha¨lt man die schwache Form
dieser Bilanzgleichung. Die Vorgehensweise zur Bestimmung der schwachen Form der Drehim-
pulsbilanz ist identisch. In diesem Fall beno¨tigt man jedoch eine tensorwertige Testfunktion.
Zuerst betrachten wir die Impulsbilanz (3.26). Nach Multiplikation mit einer Testfunktion δup







δup + fp δup
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fp δup dV = 0 . (5.7)
Aus der lokalen Form (3.27) der Drehimpulsbilanz leitet man durch Integration u¨ber das Volu-





Φpq − Σpq + Tpq + ∂Mpqr
∂xr
]
δhpq dV = 0 (5.8)



































dV = 0 .
(5.10)
Hierbei sind FI und FD fu¨r einen bekannten Anfangszustand des Materials Funktionale der
Unbekannten u, h und der Testfunktionen
FI := FI (u, h, δu, δh) ,
FD := FD (u, h, δu, δh) . (5.11)
Die gesuchten Lo¨sungsfunktionen der Unbekannten u und h sowie die Menge aller mo¨glichen
Variationen entstammen den Funktionenra¨umen
S = {ui | ui ∈ H1 , ui = u0i auf ∂Ruit } ,
T = {hij | hij ∈ H1 , hij = h0ij auf ∂Rhijt } ,
V = {δui | δui ∈ H1 , δui = δu0i auf ∂Ruit } ,
W = {δhij | δhij ∈ H1 , δhij = δh0ij auf ∂Rhijt } .
(5.12)
H1 ist hierbei die Menge aller Lo¨sungsfunktionen, deren erste partielle Ableitung u¨ber den
Raumbereich quadrat-integrabel ist. Somit fordert man lediglich die Erfu¨llung der wesentlichen
Randbedingungen von den Lo¨sungsfunktionen (vergleiche mit Grammenoudis [35]). Zusam-
men mit der Kinematik und den konstitutiven Beziehungen bilden die Gleichungen (5.7) und
(5.10) die schwache Form des Randwertproblems.
5.2 Linearisierung
Das im Allgemeinen nichtlineare Randwertproblem, bestehend aus den Gleichungen (5.7) und
(5.10), kann durch ein Na¨herungsverfahren iterativ gelo¨st werden. Dazu betrachtet man die
Bewegung des materiellen Ko¨rpers B, dessen Gleichgewichtslagen zum Zeitpunkt t0 (Referenz-
konﬁguration) und t bekannt sind. In der Referenzkonﬁguration nimmt B den Raumbereich
RR und zum Zeitpunkt t den Raumbereich Rt ein. Gesucht ist das Gleichgewicht zum Zeit-
punkt t+∆t mit zugeho¨rigem Lo¨sungsgebiet Rt+∆t, zu dessen Bestimmung so lange Zusta¨nde(
R1t+∆t, . . . ,R(i)t+∆t, . . .
)
iterativ ermittelt werden, bis na¨herungsweise das Gleichgewicht erfu¨llt
ist (siehe Abbildung 5.1). Man beﬁndet sich somit in einem Zustand R(i)t+∆t mit Makro- und
Mikroverschiebungen u(i), u′(i) und mo¨chte die inkrementellen Verschiebungen ∆(i)u und ∆(i)u′
u(i+1) = u(i) + ∆(i)u ,
u′(i+1) = u′(i) + ∆(i)u′
(5.13)
zum Zustand R(i+1)t+∆t berechnen. Hierfu¨r bietet sich wegen der quadratischen Konvergenz das
Newton-Verfahren an. Bei diesem Verfahren wird der unbekannte Zustand R(i+1)t+∆t durch eine
Taylorreihenentwicklung der nichtlinearen Gleichungen (5.7) und (5.10) im Zustand R(i)t+∆t er-
mittelt.















Abbildung 5.1: Iterative Bestimmung der Gleichgewichtslage zum Zeitpunkt t + ∆t
Die Feldgleichungen mikromorpher Theorien sind Funktionale der Makroverschiebungen u und
Mikroverschiebungen u′. Folglich ergibt sich fu¨r die Taylorreihenentwicklungen von Impuls- und
Drehimpulsbilanz an der Stelle (i) unter Vernachla¨ssigung von Termen ho¨herer Ordnung:
F (i+1)I (u, δu, u′, δu′) = F (i)I (u, δu, u′, δu′) + ∆(i)FI ,
F (i+1)D (u, δu, u′, δu′) = F (i)D (u, δu, u′, δu′) + ∆(i)FD .
(5.14)
Falls zur (i + 1)-ten Iteration ein stationa¨rer Zustand erlangt wird, gelten die Beziehungen:
F (i+1)I (u, δu, u′, δu′) = 0 ,
F (i+1)D (u, δu, u′, δu′) = 0 .
(5.15)
Es folgen unmittelbar die Bedingungen:
∆(i)FI = −F (i)I (u, δu, u′, δu′) ,
∆(i)FD = −F (i)D (u, δu, u′, δu′) .
(5.16)
Die rechten Seiten bilden das sogenannte Residuum, wa¨hrend die linken Seiten sich aus Varia-
tionen des jeweiligen Funktionals ergeben (Elsgolc [23]). Diese lassen sich als Funktion zweier































darstellen. Im na¨chsten Schritt ersetzt man die inkrementellen Mikroverschiebungen durch einen





























Mit Hilfe dieser Gleichung la¨sst sich der Mikroverschiebungsgradient der (i + 1)-ten Iteration












= h(i) + ∆(i)h .
(5.19)
Somit wird:
F (i+1)I = FI
(




u(i) + ∆(i)u, δu,h(i) + ∆(i)h, δh
)
,
F (i+1)D = FD
(


































Aus diesen Gleichungen folgen unmittelbar die Linearisierungen der drei Spannungstensoren.
Hierzu nutzt man aus, dass T, Σ und M Funktionen folgender Gro¨ßen sind:
T = T¯ (H, h) ,
Σ = Σ¯ (H, h) ,
M = M¯ (GRADh) .
(5.22)
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Zur Linearisierung der Spannungs- und Momentenspannungstensoren werden die totalen Ab-



























































































Die Materialtangenten werden hier im Gegensatz zur u¨blichen Vorgehensweise durch Ableiten
der Spannungen nach den Verschiebungsgradienten und nicht nach den Verzerrungen (siehe z.
B. Holzapfel [43]) bestimmt. Vereinfachend gelten die Abku¨rzungen:
T (1) := ∂T
(i)
∂H(i)

























Diese Gleichungen bilden die Grundlage zur Ermittlung der linearisierten Impulsbilanz. Es wird
hierbei angenommen, dass fp = 0 und ∂Rtit = ∅:











Somit beschra¨nkt man sich auf die Linearisierung der Arbeit innerer Kra¨fte, wobei fu¨r das
Volumenelement der Konﬁguration R(i)t+∆t die Notation dV (i)t+∆t steht.
Die Linearisierung ∆(i)FI ergibt sich durch Bildung der totalen Ableitungen von F (i)I nach λ























T(2)pqij ∆(i)hij dV (i)t+∆t ,
(5.26)
wobei der erste dem klassischen Anteil entspricht und der zweite aus der Ableitung des Span-
nungstensors T nach dem Mikroverschiebungsgradienten resultiert.
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Die Linearisierung der Drehimpulsbilanz gestaltet sich analog. Unter Vernachla¨ssigung der Be-
lastungen
Φpq = Λpq = 0 (5.27)
und fu¨r ∂RΛijt = ∅ gilt:



















Der Herleitung zur Bestimmung der linearisierten Impulsbilanz folgend, werden die totalen


































Die Tangente besteht aus drei Anteilen, wobei die Momentenspannungen lediglich im letzten
Term enthalten sind.
5.3 Diskretisierung mittels FEM
Zur Diskretisierung mittels der FE-Methode (siehe z. B. Bathe [8], Burnett [14], Crisfield
[20], Reddy [63], Zienkievicz & Taylor [81]) na¨hert man den Raumbereich B des materi-
ellen Ko¨rpers durch eine Anzahl ne ﬁniter Elemente an. Die Vereinigung aller Teilko¨rper muss
wiederum den Gesamtko¨rper ergeben. Es du¨rfen dabei keine U¨berlappungen der Elemente und
auch keine Zwischenra¨ume entstehen. Die Approximation des Randes besteht aus den Linien
(im 2D) oder Fla¨chen (im 3D) der am Rand liegenden Elemente. Auf diesen Randlinien bzw.
-ﬂa¨chen bringt man die Bedingungen (5.1) auf. Man vermeidet somit im Gegensatz zum Ritz-
schen Verfahren die Wahl eines Na¨herungsansatzes fu¨r das gesamte Gebiet (siehe z. B. Gross
et al. [37]).
Im na¨chsten Schritt werden Feldgro¨ßen (z. B. Verschiebungen) durch Ansatzfunktionen appro-
ximiert. Diese Funktionen sind jeweils lediglich im Bereich eines Elementes von Null verschieden
und mu¨ssen beim U¨bergang von einem zum anderen Element problemabha¨ngige Stetigkeits-
anforderungen erfu¨llen. Elemente mit Ansatzfunktionen, welche den Stetigkeitsanforderungen
genu¨gen, heißen konform (Schwarz [66]). Man schra¨nkt folglich die Funktionenra¨ume S, T , V
und W auf endlich dimensionale Na¨herungen ein mit der Forderung an die Na¨herungslo¨sung,
dass ihre Residuen im integralen Mittel verschwinden.
Zur Interpolation von Geometrie und Feldgro¨ßen eignet sich ein isoparametrischer Ansatz. Hier-
unter versteht man Elemente, fu¨r welche die funktionelle Darstellung des Deformationsverhal-
tens auch zur Interpolation der Geometrie genutzt werden (Gallagher [36]). In dieser Arbeit
sind die Ansatzfunktionen Polynome zweiten Grades der Serendipity-Klasse (siehe ABAQUS-
Theorie-Manual [1]), deren Form bei einer linearen Transformation von einem kartesischen
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Koordinatensystem in ein anderes unvera¨ndert bleibt.
Neben den Verschiebungen u werden bei mikromorphen Theorien die Mikrodeformationsgradi-
enten h approximiert. Hierbei bietet es sich an, Ansatzfunktionen gleicher Ordnung fu¨r beide
Feldgro¨ßen zu wa¨hlen.
Der Funktionsverlauf ist durch die Funktionswerte der Knotenpunkte, den sogenannten Kno-
tenvariablen, gegeben. Zur Interpolation zwischen den Knoten dienen Linearkombinationen der












angesetzt, wobei nu und nh die Anzahl der Knotenpunkte mit den Freiheitsgraden u oder h
sind. ∆(i)uiA und ∆





sind typischerweise Polynome und haben die Eigenschaft aufzuweisen, in einem Knotenpunkt
gleich 1 zu sein und in den anderen Knotenpunkten des Elementes zu verschwinden. Man sum-
miert u¨ber die mit A bzw. B bezeichneten Knoten des Gebietes.
Wie bereits erwa¨hnt, werden sowohl fu¨r die Verschiebungen als auch fu¨r die Koeﬃzienten des Mi-
kroverschiebungsgradienten quadratische Ansa¨tze gewa¨hlt, wodurch nu und nh identisch sind.
Zusa¨tzlich werden Ansa¨tze fu¨r die Testfunktionen δu und δh beno¨tigt. In dieser Arbeit sind die










Hierbei sind δupC und δhpqD so zu wa¨hlen, dass die kinematischen Randbedingungen erfu¨llt
werden. Summiert wird u¨ber die mit C und D bezeichneten Knoten des Gebietes.
In den schwachen Formen der Bilanzgleichungen treten nur erste Ableitungen auf. Da dann
lediglich fu¨r die Knotenvariablen selbst Rand- und U¨bergangsbedingungen zu formulieren sind,
genu¨gen die quadratischen Ansa¨tze den Stetigkeitsanforderungen.
Setzt man (5.30) und (5.31) in die diskretisierten Bilanzgleichungen ein, so ergibt sich nach


















































































() sind die sogenannten Steiﬁgkeitsmatrizen. Hierbei sind K
uu
pCiA der klassische rein von den
Verschiebungsfreiheitsgraden abha¨ngige, KuhpCijB bzw. K
hu
pqDiA gemischte und K
hh
pqDijB ein von
den Koeﬃzienten des Mikroverschiebungsgradienten abha¨ngiger Anteil der Steiﬁgkeitsmatrix.






























folgt aus (5.25) und (5.28)
F (i)I = −δupCRpC ,
F (i)D = −δhpqDRpqD .
(5.37)
RpC bzw. RpqD bezeichnen hierbei die rechten Seiten des Gleichungssystems.




















Da die virtuellen Gro¨ßen δupC und δhpqD lediglich die kinematischen Randbedingungen erfu¨llen
mu¨ssen, sind in (5.38a) fu¨r jeden Index p bzw. in (5.38b) fu¨r jedes Paar der Indexe p und q die
Gleichungen identisch Null. Dies liefert eindeutige Vorschriften zur Anordnung von (5.38) in
einem globalen Gleichungssystem. Hierbei werden alle Knotenvariablen zu einem algebraischen
System von nichtlinearen Gleichungen fu¨r eine gegebene Problemstellung zusammengefasst.
Bei diesem Vorgang darf die Kompatibilita¨t (Stetigkeit an den Elementgrenzen) nicht verletzt
werden. Das zu lo¨sende Problem la¨sst sich somit durch eine Matrizengleichung formulieren
Kg dg = Rg , (5.39)
bestehend aus nu+nh Unbekannten und nu+nh Gleichungen mit der globalen Steiﬁgkeitsmatrix
Kg, dem globalen Verschiebungsvektor dg und der globalen rechten Seite Rg. Die verallgemei-
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g . Somit lassen sich die Lo¨sungs-


















g jeweils von u oder h abha¨ngige Vektoren.
Mittels FEM kann man die Lo¨sung des nichtlinearen Randwertproblems durch iterative Lo¨sung
des linearen Gleichungssystems (5.39) ﬁnden.
5.4 Implementierung in UEL
Die lineare mikromorphe Theorie wurde in die FE-Programme ABAQUS und DAEdalon (Ela-
stizita¨t) implementiert. Da neben der Impuls- auch die Gleichung der Drehimpulsbilanz bei
dieser Theorie eine Rolle spielt, mussten eigens deﬁnierte Elemente programmiert werden, wo-
zu beide Programme eine Schnittstelle mit der Bezeichnung UEL (user deﬁned element) dem
Nutzer anbieten (ABAQUS-Manual [2]). Man u¨bergibt in diesem Fall dem FE-Programm ledig-
lich die Elementsteiﬁgkeitsmatrizen, die rechten Seiten und die Statusvariablen. Die Aufgabe
der Software beschra¨nkt sich dadurch auf eine Assemblierung der Gesamtsteiﬁgkeitsmatrix und
Lo¨sung des Gleichungssystems (5.39).
Beim iterativen Lo¨sen dieses Gleichungssystems werden durch Aufrufe der UEL die Knoten-
und Statusvariablen so lange aktualisiert, bis das Residuum verschwindet und somit eine Lo¨sung
des Problems gefunden ist.
Die Implementierung beschra¨nkt sich in dieser Arbeit auf eine FE-Formulierung des ebenen
Verzerrungszustandes (in plane-Problem). Der Zustand liegt vor, falls die Verschiebungskom-
ponente in x3-Richtung 0 ist und die restlichen zwei Komponenten des Verschiebungsvektors
keine Funktion der x3-Koordinate sind:
u1 = uˆ1 (x1, x2) , u2 = uˆ2 (x1, x2) , u3 = 0 . (5.42)
Fu¨r die Mikrokoordinaten u′ werden identische Annahmen getroﬀen:












3 = 0 . (5.43)
Da alle zula¨ssigen Verschiebungen nicht von den Makro- und Mikrokoordinaten in x3-Richtung
abha¨ngen, sind die auftretenden Verzerrungen und Spannungen lediglich Funktionen der Ver-



















































































Die Umsetzung der FEM erfolgt mittels eines 8-Knoten Rechteckelementes der Serendipity-
Klasse (siehe z. B. Betten [11]).
Im ebenen Verzerrungszustand besitzen alle Elementknoten fu¨r den Fall nu = 8 und nh = 8
Verschiebungen und Koeﬃzienten des Mikroverschiebungsgradienten als Freiheitsgrade (siehe
Abbildung 5.2(b)). Alternativ ko¨nnten lediglich lineare Ansa¨tze fu¨r die Koeﬃzienten des Mi-
kroverschiebungsgradienten gewa¨hlt werden. Als Konsequenz daraus werden nicht jedem Kno-
tenpunkt die Freiheitsgrade h zugewiesen. Folglich erha¨lt man zwei Knotenmengen, eine mit
allen Freiheitsgraden (Eckknoten) und eine, die lediglich Verschiebungsfreiheitsgrade besitzt
(Seitenmittenknoten). Die zweite Situation ist in Abbildung 5.2(a) dargestellt.
In dieser Arbeit wurde die zweite Variante bevorzugt, da bei linearen Ansa¨tzen fu¨r die Kom-
ponenten des Mikroverschiebungsgradienten der Tensor (GRADh) elementweise konstant ist.
Außerdem haben Untersuchungen mit linear-elastischen mikropolaren Theorien gezeigt, dass
die zweite Variante nicht in der Lage ist, bestimmte Materialparameterkombinationen dieser
Theorie exakt wiederzugeben (siehe Elsa¨sser [22]).
Im allgemeinen 3-dimensionalen Kontinuum besitzen mikromorphe Kontinua vom Grad 1 auf-
grund von homogenen Deformationen der Mikrokontinua 12 kinematische Freiheitsgrade, 3
Translationen (Verschiebungen u) und 9 Mikrodeformationen. Fu¨r den ebenen Verzerrungs-
zustand reduziert sich die Anzahl auf 6, 2 Translationen und 4 Mikrodeformationen. Diesen
Sachverhalt kann man sich leicht veranschaulichen. Abbildung 5.3 zeigt ein einzelnes ﬁnites
Element in Ausgangs- und aktueller Lage. Man betrachtet einen beliebigen Knotenpunkt P
in der Referenzkonﬁguration bzw. p in der Momentankonﬁguration des Elementes. Neben den
Makroverschiebungen wird die Deformation durch die Verformung seiner zwei Direktoren be-
schrieben (im ebenen Fall). Es ko¨nnen sich sowohl die La¨nge als auch der Winkel zwischen
beiden Direktoren a¨ndern. Die Feldgro¨ßen ergeben sich anschließend durch Interpolation der
Knotenwerte.
Im Falle einer mikropolaren Theorie beschra¨nkt sich die Deformation der Direktoren auf reine
Rotationen. Die Anzahl der kinematischen Freiheitsgrade reduziert sich dadurch auf 3 fu¨r den
ebenen Verzerrungszustand (2 Verschiebungen und eine Rotation) oder 6 im dreidimensionalen









Abbildung 5.2: 2D-Elemente der Serendipity-Klasse mit quadratischen Ansa¨tzen fu¨r die Verschie-
bungen u und linearen Ansa¨tzen fu¨r die Koeﬃzienten des Mikroverschiebungsgradienten h (Fall a)
und quadratischen Ansa¨tzen fu¨r alle Knotenvariablen (Fall b)
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Dem Referenzelement (Abbildung 5.2(b)) werden lokale Knotennummern von ne = 1 bis 8 zu-
gewiesen. Lokal bedeutet in diesem Zusammenhang, dass sich die Gro¨ßen auf das Element und
nicht auf das gesamte Gleichungssystem beziehen. Die Anzahl der Freiheitsgrade des Elementes
ergibt sich dann aus der Anzahl der Knotenvariablen multipliziert mit der Knotenanzahl. Der
hier verwendete Elementtyp besitzt 48 Freiheitsgrade, 8 · 2 Verschiebungen und 8 · 4 Kompo-










u(1)1, u(1)2, . . . , u(8)1, u(8)2, h(1)11,




Eingeklammerte bzw. nicht eingeklammerte Indexe kennzeichnen die Knotennummer bzw. den
Freiheitsgrad. Somit ist u(3)2 die Verschiebung in x2-Richtung am Knoten Nr. 3 oder h(4)21 die
Komponente h21 des Mikroverschiebungsgradienten am Knoten Nr. 4.
Die Anordnung im lokalen Verschiebungsvektor ist beliebig wa¨hlbar, muss jedoch konsequent
eingehalten werden und beeinﬂusst die Reihenfolge der Gro¨ßen aus Gleichungssatz (5.38) in
einer Matrixformulierung. Diese U¨berfu¨hrung zu einer Matrixdarstellung ist im Rahmen der
FE-Methode u¨blich (siehe z. B. Wriggers [80]), weil es die Programmierung erheblich verein-
facht und den Rechenaufwand deutlich reduziert. Hierbei bietet sich an, Tensoren zweiter Stufe
als Vektor und Tensoren 4. Stufe als Matrix darzustellen.
Da sowohl Spannungstensoren als auch Verzerrungstensoren dieser Theorie im Allgemeinen
nicht mehr symmetrisch sind, muss eine Zuordnungsvorschrift (siehe Tabelle 5.1) fu¨r die Dar-
stellung eines Tensors zweiter Stufe als Vektor deﬁniert werden. U¨bliche Zuordnungsvorschriften
fu¨r klassische Modelle sind z. B. in Hughes [42] zu ﬁnden.
Beispielhaft werden die nach Tabelle 5.1 vorgegebenen Anordungen der Koeﬃzienten von
∂δu
∂x(i)























Wie in Abschnitt 5.3 ausfu¨hrlich dargestellt wurde, na¨hert man den Funktionsverlauf aller
Feldgro¨ßen durch Funktionswerte an den Knotenpunkten an und fu¨hrt zur Darstellung der
Gro¨ßen an einem beliebigen Ort Interpolationen mit den Formfunktionen durch. Beim U¨bergang
I,P 1 2 3 4
i,p 1 2 1 2
j,q 1 2 2 1
Tabelle 5.1: Zuordnungsvorschrift fu¨r Tensoren zweiter Stufe des ebenen Problems
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NhD 0 0 0
0 NhD 0 0
0 0 NhD 0













Auf die Summenzeichen der Formfunktionen u¨ber die Anzahl der Knotenpunkte C bzw. D
wurde zur Wahrung der U¨bersicht verzichtet. Mit BuC deﬁniert man eine in der Literatur als
Kompatibilita¨tsmatrix bezeichnete Matrix der Formfunktionsableitungen fu¨r die Verschiebun-
gen des Knotens C und mit ND eine Diagonalmatrix, bestehend aus den zum jeweiligen Knoten
D zugeho¨rigen Formfunktionen. Mit (),1 bzw. (),2 werden die Ableitungen nach x1 bzw. x2 be-
zeichnet.
Unter diesen Voraussetzungen la¨sst sich Gleichung (5.38a) wie folgt formulieren:





























gegeben. T (1) und T (2) sind die Matrixdarstellungen zweier Materialtensoren (siehe Gleichungs-





T(1)1111 T(1)1122 T(1)1112 T(1)1121
T(1)2211 T(1)2222 T(1)2212 T(1)2221
T(1)1211 T(1)1222 T(1)1212 T(1)1221
T(1)2111 T(1)2122 T(1)2112 T(1)2121

 . (5.53)
Zur U¨berfu¨hrung der diskretisierten Drehimpulsbilanzgleichung beno¨tigt man die Vektor- bzw.
Matrixdarstellungen von Tensoren 3. und 6. Stufe. Hierfu¨r wird analog zu Tabelle 5.1 eine
Zuordnungsvorschrift fu¨r die Darstellung von Tensoren 3. Stufe als Vektor mit 8 Komponenten
eingefu¨hrt (Tabelle 5.2).
Mit dieser Voraussetzung la¨sst sich der Gradient von δh wie folgt dargestellt:
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J,Q 1 2 3 4 5 6 7 8
i,p 1 2 1 2 1 2 1 2
j,q 1 2 2 1 1 2 2 1
k,r 1 1 1 1 2 2 2 2



















Ersetzt man wiederum die Feldgro¨ßen durch diskrete Werte an den Knotenpunkten und inter-















NhD,1 0 0 0
0 NhD,1 0 0
0 0 NhD,1 0
0 0 0 NhD,1
NhD,2 0 0 0
0 NhD,2 0 0
0 0 NhD,2 0













In der Matrix BhD sind Ableitungen der Formfunktionen des jeweiligen Knotens D angeordnet.
Die Matrixdarstellung des Materialtensors 6. Stufe ermittelt man in Analogie zu (5.53) mit
Hilfe von Tabelle 5.2. Schließlich folgt fu¨r die diskretisierte Drehimpulsbilanzgleichung:
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Die Gleichungssa¨tze (5.51) und (5.56) ko¨nnen in Analogie zu (5.39) durch ein lineares Glei-
chungssystem mit 48 Gleichungen und 48 Unbekannten ersetzt werden:
Kd = R . (5.58)
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Die Elementsteiﬁgkeitsmatrix K, der Elementverschiebungsvektor d und der Elementkraftvek-







Die Teilmatrizen Kuu, Kuh, Khu und Khh werden aus den von den Knotenpunktnummern
























































KhhD=8,B=1 · · · KhhD=8,B=8

 . (5.63)
Die Elementsteiﬁgkeitsmatrizen des ebenen Verzerrungszustandes sind Blockmatrizen der Gro¨ße
48x48, wa¨hrend der klassische Anteil Kuu aus 16x16, die gekoppelten Steiﬁgkeitsmatrizen Kuh
bzw. Khu aus 16x32 bzw. 32x16 und der vom Mikroverschiebungsgradienten abha¨ngige Anteil
aus 32x32 Elementen bestehen. Diese werden jeweils aus 64 Matrizen der Gro¨ßen 2x2, 2x4, 4x2
oder 4x4 erstellt. Folglich entsteht die in Abbildung 5.4 schematisch skizzierte Form.
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Aus allen Elementsteiﬁgkeitsmatrizen und rechten Seiten des Problems werden abschließend die
globale Steiﬁgkeitsmatrix und die globale rechte Seite erstellt (5.39). Diesen als Assemblierung
bezeichneten Prozess u¨bernimmt die FE-Software (siehe z. B. Hughes [42]).
5.5 Operator-Split-Verfahren
Zur Integration der Materialgleichungen wird in Anlehnung an die Arbeiten Grammenoudis
[35], Ha¨usler [41], Jansohn [44] und La¨mmer [50] ein sogenanntes Operator-Split-Verfahren
eingesetzt2. Hierzu teilt man das Diﬀerentialgleichungssystem in mehrere als Operatoren be-
zeichnete Anteile auf. Operator I startet mit den Anfangsbedingungen des gesamten Systems.
Die Lo¨sungen des ersten dienen als Anfangswerte fu¨r den zweiten Operator usw. . Die Lo¨sung
des gesamten Systems liefert der letzte Operator.
In dieser Arbeit ist die Integration in zwei Operatoren unterteilt. Im ersten (elastischer Pra¨-
diktor) werden lediglich die rein elastischen Anteile der Materialgleichungen beru¨cksichtigt.
Anschließend folgt eine U¨berpru¨fung der Fließbedingung. Wird diese Bedingung erfu¨llt, sind
die Lo¨sungen des Systems identisch mit denen aus Operator I. Andernfalls muss Operator II
(plastischer Korrektor), bestehend aus einer Korrektur der inelastischen Anteile, ausgefu¨hrt
werden.
Gro¨ßen des ersten Operators werden mit einem links hochgestellten Index I, die des zweiten
Operators mit einem entsprechenden Index II gekennzeichnet. Eine rechts tiefgestellte 0 steht
fu¨r den aus dem letzten Zeitschritt u¨bernommenen Anfangswert. Gro¨ßen der aktuellen Iteration
sind mit einer rechts tiefgestellten 1 gekennzeichnet.
In Operator I nimmt man an, dass die inelastischen Anteile der Diﬀerentialgleichungen un-
vera¨ndert bleiben, d. h. es werden lediglich die von s˙ unabha¨ngigen Anteile des Diﬀerential-
gleichungssystems betrachtet. Da sich unter dieser Voraussetzung die plastischen und kinema-
tischen Anteile der Verzerrungsmaße sowie die skalare Scha¨digung bei der Bewegung von Rt
nach Rt+∆t nicht a¨ndern, gelten die Beziehungen:
Ip1 = p0 ,
Ik1 = k0 ,
Iβp1 = βp0 ,
Iβk1 = βk0 ,




Is1 = s0 ,
Id1 = d0 ,
Ir1 = r0 ,
Ik1 = k0 .
(5.67)
Durch Bildung der Diﬀerenz zwischen den totalen Verzerrungen und den plastischen Anteilen
erha¨lt man die elastischen Anteile
Ie1 = 1 − Ip1 ,
Iβe1 = β1 − Iβp1 ,
IKe1 = K1 − IKp1
(5.68)
2Die Operator-Split-Methode wurde von Simo & Hughes [67], [68] eingefu¨hrt.
5.5. OPERATOR-SPLIT-VERFAHREN 51
mit denen die Spannungs- und Momentenspannungstensoren S, Σ, M unter Beru¨cksichtigung
der Elastizita¨tsgesetze berechnet werden ko¨nnen. Zur abschließenden Auswertung der Fließbe-
dingung beno¨tigt man die spannungswertigen Tensoren (4.19)
I∆T := ITD1 − IZD1 ,
I∆Σ := IΣD1 − IζD1 ,
I∆M := IM1 − IMk1 ,
(5.69)
die von den aus dem letzten Zeitschritt u¨bernommenen Ru¨ckspannungstensoren der kinemati-
schen Verfestigung
IZ1 = Z0 ,
Iζ1 = ζ0 ,
IMk1 = Mk0
(5.70)
abha¨ngen. Wird die Fließbedingung erfu¨llt, u¨bernimmt man die Lo¨sung von Operator I als
Lo¨sung des Gleichungssystems, und der Algorithmus ist fu¨r den Zeitschritt beendet. Andern-
falls sind die Spannungen in Operator II so zu korrigieren, dass die Fließbedingung erfu¨llt wird.
In Operator II sind die rechten Seiten der Diﬀerentialgleichungen proportional zur Rate der pla-
stischen Bogenla¨nge. Die numerische Lo¨sung erfolgt mit einem impliziten Euler-Verfahren. Als
Anfangsbedingungen fu¨r das Diﬀerentialgleichungssystem, bestehend aus nichtlinearen Glei-
chungen fu¨r die plastischen Verzerrungen
0 = IIp1 − IIp0 −∆t II ˙p ,
0 = IIβp1 − IIβp0 −∆t IIβ˙p ,
0 = IIKp1 − IIKp0 −∆t IIK˙p
(5.71)
und Verfestigungsvariablen
0 = IIk1 − IIk0 −∆t II ˙k ,
0 = IIβk1 − IIβk0 −∆t IIβ˙k ,
0 = IIKk1 − IIKk0 −∆t IIK˙k ,
0 = IIr1 − IIr0 −∆t II r˙ ,
0 = IId1 − IId0 −∆t II d˙ ,
0 = IIs1 − IIs0 −∆t II s˙ ,
(5.72)
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Die Lo¨sung aus Operator II ist schließlich die des kompletten Diﬀerentialgleichungssystems.
Am Ende der Newton-Iteration sind Spannungen, plastische Verzerrungen und Verfestigungs-














Abbildung 5.4: Elementsteiﬁgkeitsmatrix des 8-Knoten-Elements mit quadratischen Ansatzfunktio-
nen fu¨r alle Knotenvariablen




In diesem Abschnitt folgt eine Konkretisierung der Anteile der freien Energiefunktion, die als
Potenzial fu¨r die thermodynamisch konjugierten Spannungen dient (vergleiche mit Eringen
[32] und Mindlin [58]). Es wird dabei angenommen, dass das Potenzial eine quadratische
Funktion der Verzerrungen ist. Unter der Voraussetzung von isotropen zentrosymmetrischen
Materialeigenschaften bekommt diese eine einfache Form.
Abschließend lassen sich aus der Tatsache, dass die speziﬁsche freie Energie positiv deﬁnit sein
muss, Restriktionen fu¨r die Materialparameter ableiten. Die Herleitung geht auf eine Arbeit
von Smith [70] zuru¨ck.
Um die Darstellung mo¨glichst einfach zu gestalten, wird in diesem Kapitel d = 0 gesetzt. Man
sieht somit von einer Scha¨digung ab.
6.1 Elastizita¨t
Als Ansatz fu¨r das elastische Potenzial wird eine in den elastischen Anteilen der Verzerrungen









+Dijpq(e)ijβ(e)pq + EijkpqK(e)ijkβ(e)pq + FijkpqK(e)ijk(e)pq .









CijkpqrK(e)ijkK(e)pqr + Dijpq(e)ijβ(e)pq . (6.1)
Neben dem aus der klassischen Theorie bekannten Materialtensor 4. Stufe1 A ha¨ngt die Theorie
zusa¨tzlich von zwei Materialtensoren 4. Stufe B und D sowie einem Tensor 6. Stufe C ab. Beide
Tensoren 5. E und F Stufe verschwinden, da laut Mindlin [58] keine isotropen Tensoren 5.
Stufe existieren.
Es gelten die Symmetrieeigenschaften:
Aijpq = Apqij , Bijpq = Bpqij , Cijkpqr = Cpqrijk . (6.2)
1A wird in der klassischen Theorie u¨blicherweise mit E bezeichnet.
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Mit β = βT erha¨lt man weitere Symmetriebedingungen fu¨r B und D:
Bijpq = Bijqp , Dijpq = Dijqp . (6.3)
Materialtensoren lassen sich im isotropen Fall als Produkt linearer homogener Funktionen von
Einheitstensoren zweiter Stufe formulieren. Zur Darstellung von Tensoren vierter Stufe beno¨tigt
man drei unabha¨ngige Produkte von zwei Einheitstensoren zweiter Stufe, zur Darstellung von
Tensoren sechster Stufe 15 Produkte von drei Einheitstensoren zweiter Stufe (siehe Mindlin
[58]):
Aijpq = λ δijδpq + µ1 δipδjq + µ2 δiqδjp ,
Bijpq = b01 δijδpq + b02 δipδjq + b03 δiqδjp ,
Dijpq = d01 δijδpq + d02 δipδjq + d03 δiqδjp ,
Cijkpqr = c01 δijδkpδqr + c02 δijδkqδrp + c03 δijδkrδpq +
+ c04 δjkδipδqr + c05 δjkδiqδpr + c06 δjkδirδpq +
+ c07 δkiδjpδqr + c08 δkiδjqδrp + c09 δkiδjrδpq +
+ c010 δipδjqδkr + c011 δjpδkqδir + c012 δkpδiqδjr +
+ c013 δipδjrδkq + c014 δjpδkrδiq + c015 δkpδirδjq .
Unter Ausnutzung der Symmetriebedingungen (6.3) folgt
b03 = b02 , d03 = d02 (6.4)
und
c06 = c01 , c09 = c02 , c07 = c05 , c012 = c011 . (6.5)
In Anlehnung an Eringen [32] werden die Materialkonstanten der Tensoren 4. Stufe durch
µ1 := µ + α ,
µ2 := µ− α ,
b01 := λ + 2d1 + b1 ,
b02 := µ + 2d2 + b2 ,
d01 := λ + d1 ,
d02 := µ + d2
(6.6)
ersetzt. A la¨sst sich somit durch die aus der klassischen Theorie bekannten Lame´schen Kon-
stanten und einer Materialkonstante α darstellen:
Aijpq = λ δijδpq + (µ + α) δipδjq + (µ− α) δiqδjp . (6.7)
Die Materialtensoren B und D
Bijpq = (λ + 2d1 + b1) δijδpq + (µ + 2d2 + b2) (δipδjq + δiqδjp) ,
Dijpq = (λ + d1) δijδpq + (µ + d2) (δipδjq + δiqδjp)
(6.8)
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sind folglich Funktionen der Lame´schen Konstanten und weiterer Parameter (siehe Gleichung
(6.6)). Es ist leicht zu erkennen, dass man den klassischen Grenzfall genau dann erha¨lt, falls
alle zusa¨tzlichen Materialparameter im Grenzfall verschwinden.
Mit (6.5) reduziert sich die Zahl unabha¨ngiger Materialkonstanten des Tensors 6. Stufe C von
15 auf 11. Nach einer Neunummerierung der verbleibenden Konstanten la¨sst sich C wie folgt
darstellen:
Cijkpqr = c1 (δijδkpδqr + δjkδirδpq) +
+ c2 (δijδkqδrp + δkiδjrδpq) +
+ c3 δijδkrδpq + c4 δjkδipδqr +
+ c5 (δjkδiqδpr + δkiδjpδqr) +
+ c6 δkiδjqδrp + c7 δipδjqδkr +
+ c8 (δjpδkqδir + δkpδiqδjr) +
+ c9 δipδjrδkq + c10 δjpδkrδiq +
+ c11 δkpδirδjq .
(6.9)
Hierbei entprechen:
c1 = c01, c2 = c02, c3 = c03, c4 = c04, c5 = c05, c6 = c08,
c7 = c010, c8 = c011, c9 = c013, c10 = c014, c11 = c015 .
(6.10)
Insgesamt beno¨tigt man im linear-elastischen Fall 18 Materialkonstanten fu¨r die mikromorphe
Theorie. Die mikropolare linear-elastische Theorie ist von sechs Materialkonstanten abha¨ngig.
In der klassischen Theorie arbeitet man mit zwei Konstanten.














Im isotropen Fall stehen T und Σ mit den Verzerrungstensoren  und β in Beziehung. Der
Momentenspannungstensor M ist lediglich eine Funktion des Kru¨mmungstensors K und somit
von den restlichen Gleichungen entkoppelt.
6.2 Kinematische Verfestigung
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gewa¨hlt. In Analogie zur Elastizita¨t ha¨ngen somit im isotropen Fall die Materialtensoren der
kinematischen Verfestigung (6.12) von drei bzw. 15 unabha¨ngigen Materialparametern ab. Da
fu¨r diese Tensoren die Symmetriebedingungen (6.2) und (6.3) gelten, reduziert sich die Anzahl
unabha¨ngiger Konstanten von ZB, ZD auf zwei und von ZC auf 11:











ZBijpq = zB1 δijδpq + zB2 (δipδjq + δiqδjp) ,
ZDijpq = zD1 δijδpq + zD2 (δipδjq + δiqδjp) ,
(6.13)
ZCijkpqr = zC1 (δijδkpδqr + δjkδirδpq) +
+ zC2 (δijδkqδrp + δkiδjrδpq) +
+ zC3 δijδkrδpq + z
C
4 δjkδipδqr +
+ zC5 (δjkδiqδpr + δkiδjpδqr) +
+ zC6 δkiδjqδrp + z
C
7 δipδjqδkr +
+ zC8 (δjpδkqδir + δkpδiqδjr) +
+ zC9 δipδjrδkq + z
C
10 δjpδkrδiq +
+ zC11 δkpδirδjq .
(6.14)
6.3 Restriktionen an Materialparameter
Restriktionen an Materialparameter ergeben sich aus der Forderung, dass die speziﬁsche freie
elastische Energie gro¨ßer oder gleich 0 ist:
ψe (e,βe,Ke) ≥ 0 . (6.15)
Im Falle isotroper zentrosymmetrischer Materialien kann ψe in zwei unabha¨ngige Anteile additiv
zerlegt werden:
ψe (e,βe,Ke) = ψ
1
e (e,βe) + ψ
2
e (Ke) ≥ 0 . (6.16)










CijkpqrK(e)ijkK(e)pqr ≥ 0 .
(6.17)
Diese Ungleichungen ko¨nnen in einem weiteren Schritt als Kombinationen zwischen Material-
parametern und Verzerrungs- bzw. Kru¨mmungstensoren dargestellt werden:
2ρψ1e (e,βe) = λ (e)ii(e)jj + (µ + α) (e)ij(e)ij + (µ− α) (e)ij(e)ji+
+(λ + 2d1 + b1) β(e)iiβ(e)jj + 2 (µ + 2d2 + b2) β(e)ijβ(e)ij+
2 (λ + d1) (e)iiβ(e)jj + 4 (µ + d2) (e)ijβ(e)ij ≥ 0 ,
(6.18)
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+c9 K(e)ijkK(e)ikj + c10 K(e)ijkK(e)jik+
+c11 K(e)ijkK(e)kji ≥ 0 .
(6.19)
U¨blicherweise teilt man als Na¨chstes die Verzerrungstensoren in unabha¨ngige Anteile auf und
formuliert hinreichende Bedingungen zu Erfu¨llung von (6.15). Im Falle mikromorpher Theorien
gestaltet sich diese Vorgehensweise schwierig, da z. B. die Verzerrungstensoren in Gleichung
(6.18) gekoppelt sind.
Aus diesem Grund schlugen Eringen [32] und Smith [70] vor, eine Aufspaltung dieser Unglei-
chung nach folgenden Variablensa¨tzen vorzunehmen:(
(e)11, (e)22, (e)33, β(e)11, β(e)22, β(e)33,
)
= (w1, w2, w3, w4, w5, w6) ,(
(e)12, (e)21, β(e)12
)
= (x1, x2, x3) ,(
(e)23, (e)32, β(e)23
)
= (y1, y2, y3) ,(
(e)31, (e)13, β(e)31
)
= (z1, z2, z3) .
(6.20)
Somit lautet die Darstellung von ψ (,β):
ρψ1e (,β) = aijwiwj + bklxkxl + bklykyl + bklzkzl . (6.21)
Anschließend ko¨nnen Restriktionen an die Materialparameter durch Bildung der zweiten parti-
ellen Ableitungen von ψe (e,βe) nach den Variablensa¨tzen (6.20) ermittelt werden. Man erha¨lt




a11 λ λ a14 2λ + 2d1 2λ + 2d1
a11 λ 2λ + 2d1 a14 2λ + 2d1









 µ + α µ− α 4µ + 4d2µ + α 4µ + 4d2




a11 = λ + 2µ ,
a14 = 2λ + 4µ + 2d1 + 4d2 ,
a44 = λ + 2µ + 2d1 + 4d2 + b1 + 2b2 ,
a45 = λ + 2d1 + b1 .
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Abbildung 6.1: Erster Eigenwert der Koeﬃzientenmatrix b als Funktion des Materialparameters d2.
Ungleichung (6.18) ist erfu¨llt, falls die Koeﬃzientenmatrizen a und b positiv deﬁnit sind. Man
beschra¨nkt sich somit auf die Eigenwertbestimmungen
det (aij − ηδij) = 0 ,
det (bij − ξδij) = 0 (6.24)
unter der Bedingung, dass alle Eigenwerte gro¨ßer als 0 sind (Anton [7]).
Kritisch ist die Wahl der Materialparameter b2 und d2. Wa¨hlt man ein sehr großes d2, so wird
der Betrag des ersten Eigenwertes der Koeﬃzientenmatrix b kleiner als 0. Da dieser zusa¨tzlich
vom Parameter b2 abha¨ngt, ist die Kombination beider Materialparameter entscheidend fu¨r den
ersten Eigenwert dieser Koeﬃzientenmatrix (siehe Abbildung 6.1).
Weiterhin mu¨ssen Restriktionen fu¨r die Materialparameter des Tensors 6. Stufe C aus Bedin-
gung (6.17b) ermittelt werden. Smith [70] bildet dazu die zweiten partiellen Ableitungen der
Funktion ψ2e (Ke) nach den Variablensa¨tzen(
K(e)123, K(e)231, K(e)312, K(e)132, K(e)231, K(e)213
)
= (x1, x2, x3, x4, x5, x6) ,(
K(e)111, K(e)122, K(e)133, K(e)212, K(e)313, K(e)221, K(e)331
)
= (y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7)
und erha¨lt die Darstellung
ρψ2e (K) = cijxixj + dklykyl . (6.25)
Die quadratische Form (6.25) besteht aus einer symmetrischen 6x6-Matrix cij und einer sym-
metrischen 7x7-Matrix dkl. In Anlehnung an Gleichungssatz (6.24) ko¨nnen aus den Lo¨sungen
der Eigenwertprobleme
det (cij − ηδij) = 0 ,
det (dij − ξδij) = 0 (6.26)
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Restriktionen an die Materialparameter gefunden werden. Nach Smith [70] liefern die Eigen-
wertbestimmungen dieser Matrizen folgende Einschra¨nkungen:
c7 + 2c8 > |c9 + c10 + c11| ,
c7 − c8 > 1√2
[
(c9 − c10)2 + (c10 − c11)2 + (c11 − c9)2
]1/2
,
trT > 0 ,
tr (coT) > 0 ,
detT > 0 ,
(6.27)
wobei T eine 3x3-Matrix und coT die Kofaktor-Matrix von T bezeichnen:
T =

 c1 + c2 + 3c3 + c7 + c10 3c1 + c4 + c5 + c8 + c11 3c2 + c5 + c6 + c8 + c93c1 + c2 + c3 + c8 + c11 c1 + 3c4 + c5 + c7 + c9 c2 + 3c5 + c6 + c8 + c10
c1 + 3c2 + c3 + c8 + c9 c1 + c4 + 3c5 + c8 + c10 c2 + c5 + 3c6 + c7 + c11

 .
Insgesamt mu¨ssen im Falle mikromorpher Elastizita¨t 14 Bedingungen (Smith [70]) von den
gewa¨hlten Materialparametern erfu¨llt werden.
Da der Anteil ψ
(kin)
p der freien speziﬁschen Energie ebenfalls ein quadratisches Potenzial in den
Verzerrungen und Kru¨mmungen ist (6.12), gelten fu¨r die Materialparameter der kinematischen
Verfestigung die gleichen Restriktionen.
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Kapitel 7
Beispiele
In diesem Kapitel werden einige Besonderheiten mikromorpher Theorien anhand einfacher Bei-
spiele illustriert. Als erstes erfolgt die Anpassung klassischer Materialparameter an den homo-
genen Zugversuch.
Anhand einer Lochscheibe unter einachsiger Zugbelastung wird bei linearer Elastizita¨t ge-
zeigt, dass der sogenannte Spannungskonzentrationsfaktor im Falle mikromorpher Theorien
keine Konstante ist, sondern von den Bauteilabmessungen und bestimmten Materialparame-
tern abha¨ngt. Die Untersuchung liefert bei spezieller Materialparameterkombination kleinere
Spannungserho¨hungen am Lochrand als die klassische Elastizita¨tstheorie. A¨hnliche Eigenschaf-
ten zeigen mikropolare Theorien (siehe z. B. Batra & Jin [9], Kaloni & Ariman [47],
Mindlin [57] oder Neuber [61]). Weitere Eﬀekte der mikromorphen Elastizita¨t ko¨nnen aus
dem Biegeversuch ermittelt werden. Es zeigt sich, dass bei einer bestimmten Materialparame-
terkombination die Verformungsﬁgur deutlich vom klassischen Fall abweicht.
Abschließend wird der Gro¨ßeneﬀekt bei inelastischem Materialverhalten diskutiert. Hierbei ist
die Beru¨cksichtigung skalarer Scha¨digung von zentraler Bedeutung.
7.1 Homogener Zug
Betrachtet wird ein homogener Zug in y-Richtung (siehe Abbildung 7.1). Vorgegeben ist die
Verschiebung uy in y-Richtung am oberen Ende der Zugprobe. Die Verschiebungen am unteren
Ende sind in y-Richtung gehalten. Außerdem wird die x-Komponente des Spannungsvektors an
diesen Enden zu 0 gesetzt. An den zur y-Achse parallelen Seitenﬂa¨chen sind der Spannungs-
vektor und auf der gesamten Probenoberﬂa¨che der Momentenspannungsvektor identisch 0. Bei
einem solchen Belastungsfall ist die Verzerrung  innerhalb des Elementes konstant. Der Mikro-
verschiebungsgradient h und damit auch β und K verschwinden. Aus den Elastizita¨tsgesetzen
(6.11) folgt, dass beide Spannungstensoren gleich sind und die Momentenspannungen im In-
neren des Ko¨rpers verschwinden. Die Lo¨sung ist somit identisch mit dem klassischen Fall.
Dieser Versuch ist zur Anpassung der klassischen Materialparameter geeignet. Basierend auf
den Messwerten eines homogenen Zugversuchs (Abbildung 7.2), kann man die Fließgrenze k0
und die Materialparameter der isotropen Verfestigung b, c bestimmen. Die ermittelten Parame-
ter sind in Tabelle 7.1 aufgelistet. Fu¨r die Lame´- Konstanten λ und µ wurden folgende Werte
eingesetzt:
λ = 1.21 · 105 N
mm2
,









Abbildung 7.1: Homogener Zug an einem Element






Wert 350 17 4100
Tabelle 7.1: Materialparameterbestimmung anhand des homogenen Zugversuchs
Diese entsprechen in der klassischen Theorie einem E-Modul E = 2.1 · 105 N
mm2
und einer Quer-
kontraktionszahl ν = 0.3.
Abbildung 7.3 zeigt den Einﬂuss des Scha¨digungsparameters α1 auf das Verfestigungsverhalten.
Es wird deutlich, dass mit zunehmendem α1 die auf der Evolutionsgleichung (4.43) basierende
Scha¨digung schneller anwa¨chst. Dies verursacht kleinere maximale Dehnungen und fu¨hrt zu
einer fru¨heren Entfestigung, wodurch die maximale Spannung sich verringert. Außerdem fa¨llt
die Spannung bei gro¨ßerem α1 steiler ab. Weitere Scha¨digungseﬀekte werden von La¨mmer [50]
betrachtet.







ε = ∆l/l0 [ ]
Abbildung 7.2: Anpassung der Materialparameter an den homogenen Zugversuch - Ingenieurspan-
nung u¨ber Ingenieurdehnung. Werkstoﬀ: Stahl (22 NiMoCr 3 7).



























ε = ∆l/l0 [ ] ε = ∆l/l0 [ ]
Abbildung 7.3: Homogener Zug - Dehnungs- Spannungs- Kennlinie (links) und Scha¨digungsevolution
(rechts).











Abbildung 7.4: Rechteckscheibe mit Kreisloch
Um einen Eindruck u¨ber die Materialparameter im Elastizita¨tsgesetz zu gewinnen, wird
hier eine Lochscheibe unter Zugbeanspruchung untersucht. Als Maß fu¨r die Abweichung von
der klassischen Elastizita¨t bietet sich der Spannungskonzentrationsfaktor an. Zur Diskussion
dieses Faktors wird eine Lochscheibe nach Abbildung 7.4 mit den Abmessungen b=2.5 mm,
r=0.25 mm betrachtet. Die Randbedingungen sind identisch mit denen des homogenen Zug-
versuchs aus Abschnitt (7.1).
Die Lo¨sung des Problems ist vergleichbar mit der einer unendlich ausgedehnten Scheibe mit
Kreisloch, bei der im Unendlichen eine einachsige Zugspannung σ0 wirkt. Dieser akademische
Sonderfall des ebenen Spannungszustandes kann analytisch beschrieben werden (Gross et
al. [37]). In Abha¨ngigkeit von den gegebenen Randbedingungen lassen sich Gleichungen fu¨r
die Spannungen herleiten. Fu¨r den hier diskutierten Fall ist die Umfangsspannung am Lochrand
in einem senkrechten Schnitt zur Belastungsrichtung am gro¨ßten und betra¨gt 3σ0. Ursache des
vergleichsweise hohen Wertes ist die Sto¨rung des homogenen Spannungszustandes durch das
Loch. Diese als Spannungskonzentration bezeichnete Sto¨rung klingt sehr schnell auf den Wert
σ0 ab. Folglich ist das Ergebnis mit endlich ausgedehnten Scheiben vergleichbar.
Fu¨r Parameterstudien sind die Einﬂu¨sse der mikromorphen Elastizita¨tsparameter α und c7 von
Bedeutung. Wie schon in Kapitel 6 erla¨utert, ist α ein Maß fu¨r die Abweichung des Elasti-
zita¨tstensors A von seinem klassischen Gegenstu¨ck (siehe Gleichung (6.7)). Dieser Material-
parameter hat in Analogie zu den Lame´konstanten die Einheit Kraft pro Fla¨che. Der zweite
Parameter c7 verknu¨pft Momentenspannungen M und Kru¨mmungen K (siehe Gleichungen
(6.9 und 6.11c)). In dieser Arbeit werden die restlichen Parameter des Elastizita¨tstensors C
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vereinfachend zu 0 gesetzt. Die Materialkonstanten der Tensoren B und D bleiben bis auf
b2 = 10 · µ = const. (7.2)
ebenfalls unberu¨cksichtigt.
Da die Momentenspannungen und Kru¨mmungen die Einheiten Kraft pro La¨nge bzw. 1 pro
La¨nge besitzen, hat c7 die Dimension einer Kraft. Bildet man nun beispielsweise das Verha¨ltnis
zwischen diesem Parameter und der Lame´konstante µ, erha¨lt man eine Gro¨ße, die das Quadrat






Die Theorie beinhaltet somit auf natu¨rliche Weise La¨ngenabha¨ngigkeiten.
Zum Vergleich der Ergebnisse mit der anfangs beschriebenen analytischen Lo¨sung der klas-
sischen Elastizita¨t wird zuerst der Spannungskonzentrationsfaktor T ∗yy/σ0 am Lochrand der
Rechteckscheibe fu¨r den klassischen Sonderfall ermittelt. Klassischer Fall bedeutet in diesem
Zusammenhang, dass die Parameter α und c7 im Verha¨ltnis zur Lame´konstante µ verschwin-
dend klein sind:
α/µ ≈ 0 , c7/µ ≈ 0 . (7.4)
Der Spannungskonzentrationsfaktor betra¨gt hierbei 3.14 und ist erwartungsgema¨ß ho¨her als
der einer unendlich ausgedehnten Scheibe. Man erha¨lt den in Abbildung 7.5 skizzierten Verlauf
von Tyy/σ0 entlang des Schnittes A-A (Abbildung 7.4). Der Kerbabstand a ist hierbei wie folgt
deﬁniert:
a := x− r . (7.5)
Durch Variation des dimensionslosen Verha¨ltnisses α/µ kann bei mikromorphen Theorien der
Spannungsverlauf beeinﬂusst werden. Fu¨r gro¨ßere Quotienten bei konstantem Parameter c7 =
0.1 · µ mm2 sinkt einerseits die Spannung am Lochrand drastisch, andererseits steigt sie mi-
nimal an der Außenkante. Es fa¨llt auf, dass sich die Kurven beim Kerbabstand a = 0.13 mm
schneiden.
Eine Analyse des Einﬂusses von α und c7 auf den Spannungskonzentrationsfaktor zeigt Ab-
bildung 7.6. Wa¨hlt man ein sehr großes Verha¨ltnis α/µ, so wird der Spannungskonzentrations-
faktor ab c7/µ ≥ 10−3 mm2 stark reduziert, wa¨hrend kleinere α/µ das Ergebnis nur minimal
gegenu¨ber der klassischen Lo¨sung vera¨ndern. Auﬀa¨llig ist, dass man fu¨r c7/µ gegen 0 die klassi-
sche Lo¨sung als Grenzfall erha¨lt. Fu¨r c7/µ gegen unendlich geht die Lo¨sung asymptotisch gegen
einen zweiten Grenzwert, der stets kleiner als Tyy/σ0 = 3.14 (klassischer Fall) ist.
Zur Simulation des Gro¨ßeneﬀektes werden Parameterstudien mit Proben durchgefu¨hrt, deren
geometrischen Abmessungen und Randbedingungen sich um einen Faktor (n = 1, 4, 20, 200) un-
terscheiden (siehe Abbildung 7.7). Es ergeben sich bei Multiplikation von c7 mit n
2 identische
Spannungskonzentrationsfaktoren. Folglich liegen die vier Kurven aus Abbildung 7.7 aufein-
ander, falls man den Faktor u¨ber dem Verha¨ltnis c7/n
2 auftra¨gt (siehe Abbildung 7.8). Somit
besteht im linear-elastischen Fall die Mo¨glichkeit, Gro¨ßeneﬀekte durch Variation von c7 unter
Vernachla¨ssigung der restlichen Parameter des Elastizita¨tstensors C darzustellen. Entsprechen-
de Beziehungen ﬁndet man fu¨r mikropolare Theorien (siehe z. B. Elsa¨sser [22]).
In einer abschließenden Studie werden lediglich die Bauteilabmessungen und Randbedingungen
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Abbildung 7.5: Spannungsverha¨ltnis Tyy/σ0 u¨ber Kerbabstand a in x-Richtung bei c7 = 0.1 ·µ mm2
(Schnitt A-A)
mit einem Faktor n = 0.0001, 0.01, . . . , 400, 10000 variiert. Die Abbildungen 7.9 zeigen, dass
in diesem Fall der Spannungskonzentrationsfaktor eine Funktion der Abmessungen ist. Hierbei
ist die charakteristische Bauteilabmessung lm in Anlehung an die Konventionen des Projektes
LISSAC (siehe z. B. Krieg et al. [46]) wie folgt deﬁniert:
lm = 4r = 0.4b . (7.6)
Fu¨r die innere La¨nge ergibt sich fu¨r c7 = 0.1 · µ mm2 ein Wert von lc = 0.31623 mm.
Die Ergebnisse sind mit der theoretischen Lo¨sung von Mindlin [57] vergleichbar. Er erha¨lt fu¨r
den mikropolaren Ansatz eine Reduktion des Spannungskonzentrationsfaktors der unendlich
ausgedehnten Scheibe mit einachsiger Belastung (ebener Spannungszustand) in Abha¨ngigkeit
des Verha¨ltnisses zwischen Lochradius zur inneren La¨nge.
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Abbildung 7.6: Einﬂuss des Parameters α auf den Spannungskonzentrationsfaktor in Abha¨ngigkeit
von c7 (Lochscheibe).



















Abbildung 7.7: Gro¨ßeneﬀekt in der Elastizita¨t (rechts) bei einer Variation des Parameters c7 mit
α = 1.0 · µ.
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Abbildung 7.8: Spannungskonzentrationsfaktor bei einer Variation des Quotienten c7/n
2. Die Kurven
fu¨r n = 1, 4, 20, 200 fallen in diesem Diagramm zusammen.













lm/lc [ ] lm/lc [ ]
Abbildung 7.9: Spannungskonzentrationsfaktor der Lochscheibe als Funktion des Verha¨ltnisses zwi-
schen einer charakteristischen Bauteilabmessung lm zur inneren La¨nge lc, aufgetragen in einem
linearen (links) und semilogarithmischen Diagramm (rechts) bei konstanten Materialparametern
(α = 1.0 · µ und c7 = 0.1 · µ mm2).
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7.2.2 Biegeprobe
Weitere Besonderheiten der mikromorphen Elastizita¨t kann man am Beispiel einer einfachen
Biegeprobe (Abbildung 7.10) diskutieren. Hierzu wird die Spannungskomponente Txx an den
Punkten A und B betrachtet. Am rechten Rand sind u = 0 und h = 0 und am linken Rand
ist eine Verschiebung uy vorgegeben. Weiterhin gelten an diesem Rand die Bedingungen tx = 0
und Φ = 0. An den zur x-Achse parallelen Seitenﬂa¨chen sind der Spannungs- und Momenten-
spannungsvektor identisch 0.
Der Vorgehensweise des letzten Abschnitts folgend, werden die Einﬂu¨sse der Parameter α und
c7 diskutiert. Dafu¨r bietet es sich an, Punkte mit großem Spannungsgradienten zu betrachten.
Da an der Einspannung eine Spannungssingularita¨t vorliegt (siehe Abbildung 7.11), werden
zur Analyse die Punkte A und B mit den horizontalen Absta¨nden 0.02 · l und 0.17 · l von der
Singularita¨t gewa¨hlt. Es handelt sich im Folgenden um Spannungs- und Momentenspannungs-
komponenten an Gausspunkten, die sich in einen vertikalen Abstand 0.033 · b vom oberen Rand






den xx- Komponenten des Spannungstensors T am jeweiligen Punkt. Hierbei kennzeichnet
T
(klass)
xx den Fall der klassischen Elastizita¨t.





in der Na¨he der Spannungssingularita¨t (Punkt A) mo¨glich ist. Abbildung 7.14 zeigt, dass in






teren existieren Materialparameterkombinationen, bei denen der Faktor asymptotisch gegen 0
geht (siehe Abbildung 7.12).
Gleichzeitig vera¨ndern sich dann die Schubspannungen am betrachteten Gausspunkt deutlich
(siehe Abbildung 7.13). Wa¨hrend fu¨r den klassischen Fall Txy und Tyx identisch sind, geht fu¨r
den genannten Sonderfall die Komponente Txy asymptotisch gegen 0, und die zweite Kompo-





Zusa¨tzlich treten Momentenspannungen in Erscheinung, aus denen man die nach Gleichung
(B.9) bekannten couple stresses Mc berechnen kann (siehe hierzu z. B. Mindlin [58]).








Abbildung 7.10: Einseitig eingespannte Biegeprobe (u = 0 und h = 0) mit Verschiebungsrandbe-
dingungen (La¨nge l = 3.4375 mm, Breite b = 1.25 mm, Verschiebung u = 0.01 mm).
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Verformungsﬁguren (Abbildung 7.15). Bei der Materialparameterkombination α = 1.0 · µ und
c7 = 10
8 ·µ mm2 tritt Scherung auf, wa¨hrend im klassischen Fall (c7 → 0) die Deformation von
Biegung dominiert wird.




















Abbildung 7.11: Txx als Funktion der Koordinate x fu¨r y = const. = 1.25mm - Spannungssingula-
rita¨t an der Einspannung (α = 10−8 · µ, c7 = 10−8 · µmm2)
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Abbildung 7.12: Einﬂuss von α auf die Spannung Txx am Punkt A bei einer Variation des Parameters
c7





















































Abbildung 7.13: Schubspannungen Txy und Tyx (links) und couple stresses Mc nach Gleichung (B.9)
am Punkt A (α = 1.0 · µ).
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Abbildung 7.14: Einﬂuss von α auf die Spannung Txx am Punkt B bei einer Variation des Parameters
c7.
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c7 = 10 · µ mm2 c7 = 108 · µ mm2
Abbildung 7.15: Deformierte (rot) und unverformte Netze (blau) fu¨r Variationen des Materialpara-
meters c7 = 10
−8 · µ mm2, . . ., c7 = 108 · µ mm2 (von links oben nach rechts unten) bei α = µ.
Die Verformungen u sind um einen Faktor 100 u¨berho¨ht dargestellt. Der Grenzfall c7 → 0 entspricht
der klassischen Lo¨sung.
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7.3 Inelastisches Materialverhalten
7.3.1 Experimente
Die hier pra¨sentierten Versuche zur Ermittlung von La¨ngenabha¨ngigkeiten makroskopischer
Bauteile wurden im Rahmen des europa¨ischen Projektes LISSAC (siehe Aktaa et al. [5] und
Krieg et al. [46]) durchgefu¨hrt. Das getestete Material ist ein Stahl mit der Bezeichnung 22
NiMoCr 3 7.
Es wurden Bauteile unterschiedlicher Geometrien betrachtet. Besonderes Interesse galt Proben
mit inhomogenen Spannungs- und Dehnungszusta¨nden. Es gibt Anzeichen, dass der Gro¨ßeneﬀekt
in erster Linie von solchen Inhomogenita¨ten abha¨ngt.
Fu¨r diese Arbeit ist lediglich das mechanische Verhalten von ﬂachen Zugproben mit Kreisloch
bei Raumtemperatur von Interesse (siehe Abbildungen 1.1 und 7.18).
Vergleiche der getesteten 4 mm, 20 mm, 40 mm, 80 mm und 200 mm dicken Proben nach
Tabelle 7.3 sind in den Abbildungen 7.16 und 7.17 dargestellt. σnetto ist hierbei die von der
Pru¨fmaschine gemessene Zugkraft dividiert durch Anetto mit (siehe Abbildung 7.18, t ist die
Probendicke):
Anetto = (b− d) · t . (7.7)
Bis zur maximalen Spannung zeigen die Kurven keine deutlichen Unterschiede. Es ist zu erken-
nen, dass bei großen Proben die Entfestigung schon bei geringen Dehnungen eintritt. Folglich
ist die globale Bruchdehnung keine Konstante, sondern ha¨ngt von der Bauteilgro¨ße ab. Nach
Abbildung 7.16 liegen die Bruchdehnungen je nach Probenabmessung zwischen 8 und 11%.
Da die Ingenieurdehnung ε ein integrales Maß ist, wurde zur Erfassung lokaler Eﬀekte die Loch-
aufweitung ∆r/r gemessen. Dieses Maß ist der Quotient zwischen der Lochverla¨ngerung ∆r und
dem Lochradius r. Tra¨gt man die Ingenieurspannung u¨ber ∆r/r auf, ist sogar ein Unterschied
zwischen den 4 mm und 20 mm dicken Proben sichtbar (Abbildung 7.17).
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Abbildung 7.16: Gro¨ßeneﬀekt bei Entfestigung nach Aktaa et al. [5] - Ingenieurspannung u¨ber
Ingenieurdehnung. Die Zahlenangaben entsprechen der Probendicke t.























Abbildung 7.17: Gro¨ßeneﬀekt bei Entfestigung nach Aktaa et al. [5] - Ingenieurspannung u¨ber
Lochaufweitung. Die Zahlenangaben entsprechen der Probendicke t.
78 KAPITEL 7. BEISPIELE
7.3.2 FE-Simulationen mit isotroper Verfestigung
Die im letzten Abschnitt pra¨sentierten Experimente dienen als Motivation zur Simulation von
Gro¨ßeneﬀekten bei inelastischem Materialverhalten. Die Analyse der gezeigten Eﬀekte erfor-
dert jedoch eine komplizierte Numerik und geht u¨ber den Rahmen dieser Arbeit hinaus. Außer-
dem fehlt eine genaue Materialparameterbestimmung. Deshalb wird lediglich gezeigt, dass die
Theorie qualitativ in der Lage ist, Gro¨ßeneﬀekte bei inelastischer Materialantwort nachzuwei-
sen. Hierzu werden isotrope Verfestigung und skalare Scha¨digung beru¨cksichtigt. In diesem Fall
ha¨ngt die Theorie von 26 Materialparametern ab. Dazu geho¨ren 18 Elastizita¨tsparameter (Glei-
chungen (6.7)-(6.9)), 4 Parameter der Fließfunktion (Gleichungen 4.20 und 4.21), 3 Parameter
der isotropen Verfestigung (Gleichungen 4.3 und 4.23) sowie 1 Parameter zur Beschreibung der
Evolution der skalaren Scha¨digung (Gleichung 4.43). Rechnungen haben jedoch gezeigt, dass
lediglich 9 Parameter zu Darstellung des Gro¨ßeneﬀektes genu¨gen (siehe Tabelle 7.2). Die rest-
lichen Materialkonstanten werden zu 0 gesetzt.
Es werden die Eﬀekte der Materialparameter r7 und α1 studiert. Laut Gleichung (4.21) ist r7
Parameter Wert Einheit
λ 1.21 · 105 N
mm2
µ 8.08 · 104 N
mm2
α 0.1 · µ = 8.08 · 103 N
mm2
b2 10.0 · µ = 8.08 · 105 N
mm2
c7 0.1 mm
2 · µ = 8.08 · 103 N










α1 0.1, . . . , 1.0 [ ]
Tabelle 7.2: Materialparameter der FE-Simulationen mit isotroper Verfestigung
ein zusa¨tzlicher Parameter der Fließfunktion, der den Einﬂuss der Momentenspannungen auf
das plastische Materialverhalten steuert. α1 steht mit der Evolution von skalarer Scha¨digung
im Zusammenhang (siehe Gleichung (4.43)).
In Anlehnung an die Experimente des letzten Abschnitts wird die ﬂache Zugprobe nach Ab-
bildung 7.18 betrachtet. Die Abmessungen sind in Tabelle 7.3 gegeben. Den Gro¨ßeneﬀekt des
inelastischen Materialverhaltens veranschaulicht Abbildung 7.19. Hier werden die Dehnungs-
Spannungs-Beziehungen von Proben unterschiedlicher Abmessungen verglichen. Man kann er-
kennen, dass Entfestigung bei großen Proben fru¨her eintritt als bei kleinen. Weiterhin zeigt eine
Gegenu¨berstellung der Ergebnisse aus Abbildung 7.19 mit denen von Abbildung 7.20, dass der








Abbildung 7.18: Flachprobe mit einachsiger Zugbelastung.
Dehnungs-Spannungs-Verlauf stark vom Parameter der skalaren Scha¨digung α1 abha¨ngt.
Abbildung 7.21 veranschaulicht, dass sowohl die maximale lokale Spannung als auch die maxi-
male lokale Dehnung abha¨ngig vom Parameter r7 sind. Man kann somit den Gro¨ßeneﬀekt mit
r7 steuern. Dieser Parameter hat folglich eine Funktion, die mit der des Elastizita¨tsparameters
c7 vergleichbar ist (siehe Abschnitt 7.2.1). Setzt man r7 = 0, verschwinden die Gro¨ßeneﬀekte
des inelastischen Bereichs.
80 KAPITEL 7. BEISPIELE
Gro¨ßenparameter n La¨nge l Breite b Durchmesser d
(Probennummer) [mm] [mm] [mm]
1 10.0 2.5 1.0
4 40.0 10.0 4.0
20 200.0 50.0 20.0
200 2000.0 500.0 200.0
Tabelle 7.3: Probengeometrien





















Abbildung 7.19: Kerbspannung Tyy u¨ber globale Dehnung - Gro¨ßeneﬀekt bei α1 = 0.1.
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Abbildung 7.20: Kerbspannung Tyy u¨ber globale Dehnung - Gro¨ßeneﬀekt bei α1 = 1.0.








r7 =     1.0 1/mm
2
r7 =   10.0 1/mm
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Abbildung 7.21: Kerbspannung Tyy u¨ber globale Dehnung - Einﬂuss des Parameters r7 (Probe 4,
α1 = 0.1)
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7.3.3 FE-Simulationen mit kinematischer Verfestigung
Abschließend erfolgen Simulationen des Zugexperimentes mit kinematischer Verfestigung und
skalarer Scha¨digung. Eine Bestimmung der Materialparameter fu¨r dieses Stoﬀgesetz ist ein bis-
her nicht gelo¨stes Problem der Kontinuumsmechanik und wu¨rde den Rahmen dieser Arbeit
sprengen. Die verwendeten Materialparameter (siehe Tabelle 7.4) sind deshalb lediglich an-
genommene Werte. Vereinfachend wird hierbei ein Großteil der Konstanten von S und ZC
(Gleichungen 4.25 und 6.14) vernachla¨ssigt.
In Abbildung 7.23 ist zu erkennen, dass Entfestigung bei großen Proben fru¨her eintritt als
bei kleinen. Somit sind die Ergebnisse qualitativ mit denjenigen der isotropen Verfestigung ver-
gleichbar. Weiterhin zeigen diese Ergebnisse, dass kinematische Verfestigung bei mikromorphen
Theorien im Gegensatz zum klassischen Fall auch bei rein monotoner Belastung von Bedeutung
ist. A¨hnliche Resultate wurden von Grammenoudis [35] fu¨r mikropolare Theorien gefunden.
Abbildung 7.22 zeigt Simulationen mit kombinierter isotroper und kinematischer Verfestigung.
Die gewa¨hlten Materialparamter sind in Tabelle 7.4 zusammengestellt.
Parameter Wert Einheit
λ 1.21 · 105 N
mm2
µ 8.08 · 104 N
mm2
α 0.1 · µ = 8.08 · 103 N
mm2
b2 10.0 · µ = 8.08 · 105 N
mm2
c7 0.1 mm


















Tabelle 7.4: Materialparameter der FE-Simulationen mit kinematischer Verfestigung
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Probe 1  












Abbildung 7.22: Kerbspannung Tyy u¨ber globale Dehnung - Gro¨ßeneﬀekt bei kinematischer Verfe-
stigung




















Abbildung 7.23: Kerbspannung Tyy u¨ber globale Dehnung - Gro¨ßeneﬀekt bei einer Kombination von
isotroper und kinematischer Verfestigung
84 KAPITEL 7. BEISPIELE
Parameter Wert Einheit
λ 1.21 · 105 N
mm2
µ 8.08 · 104 N
mm2
α 0.1 · µ = 8.08 · 103 N
mm2
b2 10.0 · µ = 8.08 · 105 N
mm2
c7 0.1 mm
2 · µ = 8.08 · 103 N





















Tabelle 7.5: Materialparameter der FE-Simulationen mit isotroper und kinematischer Verfestigung
Kapitel 8
Zusammenfassung und Ausblick
In der vorliegenden Arbeit wird eine nichtlokale Kontinuumstheorie diskutiert, mit dem Ziel,
Gro¨ßeneﬀekte im Rahmen eines makroskopischen Modells detailliert zu erfassen.
Jeder materielle Punkt besitzt bei diesem Modell eine im 3- dimensionalen Fall um 9 Frei-
heitsgrade erweiterte Kinematik. Spannungs- und Verzerrungstensoren solcher Theorien sind
im Allgemeinen unsymmetrisch. Das fu¨r kleine Verformungen formulierte mechanische Modell
ist in einen thermodynamischen Rahmen eingebettet und beru¨cksichtigt Plastizita¨t in Form
von isotroper und kinematischer Verfestigung sowie skalare Scha¨digung (Dehnungsa¨quivalenz).
Der im Allgemeinen anisotrope Charakter der Scha¨digung wird somit vernachla¨ssigt.
Das Modell basiert auf der additiven Zerlegung der Verzerrungstensoren in elastische und plasti-
sche Anteile. Isotrope Verfestigung und Scha¨digung werden durch skalare Gro¨ßen, kinematische
Verfestigung durch die spannungswertigen Translationstensoren Z, ζ und Mk beschrieben. Die-
se Tensoren ha¨ngen direkt mit den thermodynamisch konjugierten Gro¨ßen vom Dehnungstyp
k, βk und Kk zusammen.
Aus der schwachen Form von Impuls- und Drehimpulsbilanz konnte eine FE-Formulierung fu¨r
den ebenen Dehnungszustand erstellt werden. Die Implementierungen in den kommerziellen
Code ABAQUS und das frei verfu¨gbare Programm DAEdalon erfolgte auf Grund der erwei-
terten Kinematik durch Deﬁnition eines eigenen Elementtyps (UEL)1. Hierbei wurden fu¨r alle
Freiheitsgrade quadratische Ansatzfunktionen gewa¨hlt.
Anhand einiger Elementarversuche konnten wesentliche Besonderheiten der Theorie hervorge-
hoben werden. Es zeigte sich, dass bei den betrachteten Randbedingungen fu¨r den homogenen
Zugversuch die zusa¨tzlichen Freiheitsgrade des mikromorphen Ansatzes nicht aktiviert werden,
wa¨hrend sie bei Inhomogenita¨ten eine große Rolle spielen.
Somit kann die Bestimmung der klassischen Materialparameter aus herko¨mmlichen Versuchen
erfolgen, wie z. B. die der isotropen Verfestigung. Zusa¨tzliche Parameter des mikromorphen
Ansatzes lassen sich in einem zweiten Schritt ermitteln, z. B. aus experimentellen Daten des
Gro¨ßeneﬀektes. Auf eine umfassende Diskussion der zahlreichen Materialparameter wurde in
dieser Arbeit jedoch verzichtet. Aus diesem Grund kann sie nur einen ersten Schritt darstellen.
Es bedarf weiterer detailierter Untersuchungen zur Anpassung der Materialparameter an das
experimentell beobachtete Materialverhalten.
Eine sinnvolle Alternative zu diesem Modell stellen Gradiententheorien dar (Aifantis [3]),
die gegenu¨ber dem klassischen Fall mit wenigen zusa¨tzlichen Parametern auskommen. Die An-
passsung solcher Theorien an die Materialantwort gestaltet sich einfach, bisher ist es jedoch
nicht gelungen, solche Ansa¨tze in einen thermodynamischen Rahmen einzubetten.
1UEL bedeutet user-defined element.
85
86 KAPITEL 8. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK
Hauptziel der Arbeit war die Untersuchung des Gro¨ßeneinﬂusses auf das Bauteilverhalten. Als
erstes Beispiel wurde hierzu fu¨r den linear-elastischen Fall die Spannungskonzentration an ei-
nem kreisfo¨rmigen Loch bei einachsiger Belastung diskutiert. Man konnte erkennen, dass im
Gegensatz zur klassischen Theorie der Spannungskonzentrationsfaktor nicht konstant ist, son-
dern von der Wahl zweier Materialparameter abha¨ngt. Den Spannungskonzentrationsfaktor der
klassischen Theorie beinhaltet das mikromorphe Modell als Grenzfall.
Am deutlichsten sind die Eﬀekte mikromorpher Theorien beim Biegeversuch zu sehen. Insbe-
sondere die Verformungsﬁgur unterscheidet sich bei speziellen Materialparameterkombinationen
stark vom klassischen Fall.
Zur Analyse der inelastischen Materialantwort wurde eine gelochte Scheibe betrachtet. Die
nichtlokalen Eﬀekte der Plastizita¨t ko¨nnen durch einen zusa¨tzlichen Parameter der Fließfunk-
tion gesteuert werden. Dabei wurde lediglich isotrope Verfestigung beru¨cksichtigt.
FE-Simulationen zeigten, dass bei makroskopischen Proben zur Beschreibung von La¨ngenab-
ha¨ngigkeiten beim inelastischen Fall die Beru¨cksichtigung von Scha¨digung erforderlich ist.
Es wurden keine Studien u¨ber mo¨gliche Randbedingungen fu¨r nichtklassische Anteile durch-
gefu¨hrt. Aus diesem Grund ko¨nnen gewisse Randbedingungen der Beispiele dieser Arbeit einen
rein akademischen Charakter haben.
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λ + 2µ λ 0 0
λ λ + 2µ 0 0
0 0 µ + α µ− α






B11 λ + 2 d1 + b1 0 0
λ + 2 d1 + b1 B11 0 0
0 0 µ + 2 d2 + b2 µ + 2 d2 + b2






λ + 2µ + d1 + 2 d2 λ + d1 0 0
λ + d1 λ + 2µ + d1 + 2 d2 0 0
0 0 µ + d2 µ + d2






d1 + 2 d2 d1 0 0
d1 d1 + 2 d2 0 0
0 0 d2 − α d2 + α






b1 + 2 b2 b1 0 0
b1 b1 + 2 b2 0 0
0 0 b2 + α b2 − α
0 0 b2 − α b2 + α


B11 := λ + 2µ + 2 d1 + 4 d2 + b1 + 2 b2
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Zerlegung von C in einen symmetrischen und antimetrischen Anteil
Additive Zerlegung:










(Cijkpqr − Cjikqpr) .





besteht aus 7 unabha¨ngigen Konstanten:
cs1 := c1 + c2 + c4 + 2c5 + c6 ,
cs2 := c1 + c2 + 2c8 + c9 + c11 ,
cs3 := 2 c5 + 2 c8 + 2 c10 ,
cs4 := 2 c1 + 2 c2 + 2 c3 ,
cs5 := 2 c3 + 2 c7 + 2 c10 ,
cs6 := c4 + c6 + 2c7 + c9 + c11 ,













































































0 0 0 0 0 0 ca1 −ca1
0 0 0 0 0 0 ca2 −ca2
0 0 ca2 − ca1 0 −ca2 −ca1 0 0
0 0 0 ca1 − ca2 ca2 ca1 0 0
0 0 −ca2 ca2 0 0 0 0
0 0 −ca1 ca1 0 0 0 0
ca1 c
a
2 0 0 0 0 c
a
1 − ca2 0








Die Cosserat-Theorie (siehe Cosserat [19]) zeichnet sich dadurch aus, dass jedem Punkt eines
Ko¨rpers Translations- und Rotationsfreiheitsgrade zugeordnet sind. Jeder materielle Punkt hat
folglich 6 Freiheitsgrade. Es mu¨ssen neben den Kraft- auch Momentenspannungen eingefu¨hrt
werden.
Dieser Ansatz stellt einen Sonderfall der in dieser Arbeit diskutierten mikromorphen Theorie
vom Grad 1 dar. Die Gleichungen des linearen mikropolaren Modells erha¨lt man, falls der
symmetrische Anteil des Mikroverschiebungsgradienten verschwindet (siehe hierzu Eringen
[24] oder Mindlin [58]):
h(ij) = 0 . (B.1)
Hierbei werden die symmetrischen und antisymmetrischen Anteile eines Tensors mit den Sym-
bolen ( ) bzw. [ ] bezeichnet:
hij = h(ij) + h[ij] . (B.2)
Die mit ”c” gekennzeichneten Verzerrungstensoren der Cosserat-Theorie vereinfachen sich unter
Voraussetzung von Gleichung (B.1) zu (siehe Gleichungen (2.62)-(2.66)):
cij = ui,j − h[ij] ,






Aus diesem Gleichungssatz folgt, dass der in den Indexen i und j symmetrische Anteil des
Momentenspannungstensors Mijk sowie der Spannungstensor Σij = Σji verschwinden:
Σij = 0 ,
M(ij)k = 0 .
(B.4)
Die Impuls- und Drehimpulsbilanzgleichungen ergeben sich zu (vergleiche mit (3.26) (3.27)):
Tij,j + fi = 0 ,
M[ij]k,k + T[ij] + Φ[ij] = 0
(B.5)
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(Φij − Φji) .
(B.6)
Die Konstitutivgleichungen vereinfachen sich folglich zu
Tij = Aijpq cpq ,
M[ij]k = C[ij]k[pq]rK[pq]r
(B.7)
mit dem antisymmetrischen Anteil des Materialtensors 6. Stufe C:
Casymijkpqr := C[ij]k[pq]r =
1
2
(Cijkpqr − Cjikqpr) . (B.8)
Die 2D-Matrixdarstellung des antisymmetrischen Tensors (B.8) beﬁndet sich in Anhang A. Es
ist zu erkennen, dass die Materialparameter c3, c5, c7, c8 und c10 entfallen. Des Weiteren ko¨nnen
die Kombinationen der restlichen Materialparameter durch 2 Konstanten dargestellt werden.
Es ergibt sich die im letzten Abschnitt gezeigte Matrixdarstellung des Materialtensors.
Die Anzahl unabha¨ngiger Materialparameter reduziert sich somit deutlich. Es existieren 3 Pa-
rameter des Elastizita¨tstensors A und im 2-dimensionalen Fall weitere 2 Parameter des anti-
symmetrischen Anteils von C.
Im ebenen Fall verschwinden die a¨ußeren Kra¨fte in z-Richtung sowie die Momente um die x-
bzw. y-Achse. Es ist lediglich ein Drehfreiheitsgrad um die z-Achse vorhanden. Die Cosserat-
Momentenspannung (Couple-stress) um die z-Achse M c ist dann die Diﬀerenz zwischen den
Komponenten M121 und M211 des Momentenspannungstensors (siehe hierzu Mindlin [58]):
M c = M121 −M211 . (B.9)
Die Berechnung weiterer Komponenten des Cosserat-Spannungstensors Mc aus Komponenten
des mikromorphen Momentenspannungstensors M ist in (Mindlin [58]) zu ﬁnden.
B.2 Eringens Herleitung
Impuls- und Drehimpulsbilanz wurden in Kapitel 3 in Analogie zu Mindlin [58] aus einem
Energieprinzip ermittelt. Es gibt jedoch weitere Mo¨glichkeiten.
Beispielhaft erfolgt in diesem Abschnitt die Herleitung beider Bilanzgleichungen mit einem
Verfahren von Eringen [24]. Grundlage ist die Annahme, dass fu¨r alle Mikrokontinua die aus
der klassischen Theorie bekannten Bilanzgleichungen gelten:
div (Σ′) + f ′ − ρ′z¨ = 0 . (B.10)
Σ′ ist der Spannungstensor des Mikrokontinuums, f ′ und ρ′ sind Volumenkraftvektor und Dichte
des Mikrokontinuums. Mit z wird ein Vektor vom Ursprung 0 zum Punkt x′
z := x + x′ (B.11)
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mit den Zeitableitungen
z˙ = x˙ + x˙′ (B.12)
und
z¨ = x¨ + x¨′ (B.13)
deﬁniert (siehe Abbildung 2.1). Aus der Drehimpulsbilanz des Mikrokontinuums folgt in Ana-
logie zur klassischen Theorie die Symmetrie des Spannungstensors:
Σ′ = Σ′T . (B.14)
Zur Herleitung der lokalen Impuls- und Drehimpulsbilanz des Makrokontinuums wird Gleichung




χ div (Σ′) dV ′ +
∫
Mt
χ (f ′ − ρ′z¨) dV ′
]
= 0 . (B.15)
Ersetzt man (in Indexschreibweise) χΣ′kl,k durch
χΣ′kl,k = (χΣ
′
kl),k −Σ′kl χ,k , (B.16)
kann man den ersten Term aus (B.15) unter Beru¨cksichtigung des Gaußschen Integralsatzes in










[−Σ′kl χ,k + χ (f ′l − ρ′z¨l)] dV ′ = 0 . (B.17)










(f ′l − ρ′z¨l) dV ′ = 0 . (B.18)
Mit der Annahme, dass die Integration von Feldgro¨ßen u¨ber den gesamten Ko¨rper des Mikrokon-















ρ′ z¨l dV ′ .
(B.19)
Hierbei sind T der Spannungstensor und f die Volumenkraft des Makrokontinuums. Folglich





(fl − ρx¨l) dV = 0 . (B.20)
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Gleichung (B.20) kann mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes in folgende Form u¨berfu¨hrt
werden:∫
Rt
(Tkl,k + fl − ρx¨l) dV = 0 . (B.21)
Die lokale Form erha¨lt man nach Anwendung des Lokalisationssatzes [75]:
Tkl,k + fl − ρx¨l = 0 . (B.22)



















Wichtig ist in diesem Zusammenhang noch die Anmerkung, dass in den Bilanzgleichungen




= δik . (B.24)




































−Σ′il + xi f ′l + x′i f ′l − xi ρ′ z¨l − x′i ρ′ z¨l dV ′
]
= 0 .
Im na¨chsten Schritt folgt die Einfu¨hrung einiger charakteristischer Gro¨ßen des Mikrokontinu-




f ′l zi dV
′ . (B.25)
Eringen [24] bezeichnet diesen Tensor als ﬁrst body moment. Des Weiteren wird ein Momen-








Der erste Index gibt die Normale der Fla¨che an, bezu¨glich welcher die Komponenten von M
wirken. Die Bedeutung von Index zwei und drei ist identisch mit der Interpretation von Index
eins und zwei des Tensors Φ nach Mindlin [58].
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Die Integration der Variablen x′i z¨l u¨ber das Mikrovolumen wird als Zeitableitung des Drallten-
sors σ bezeichnet:
ρ σ˙li dV :=
∫
Mt
ρ′ x′i z¨l dV
′ . (B.27)
Zusa¨tzlich zum klassischen Spannungstensor fu¨hrt man einen vom Mikrokontinuum abha¨ngigen
symmetrischen Spannungstensor Σ ein. Eringen [24] bezeichnet diese Dyade als micro-stress
average:













[−Σil + fl xi + Φli − ρxi x¨l − ρ σ˙li] dV .
(B.29)
Das Oberﬂa¨chenintegral aus (B.29) wird unter Beru¨cksichtigung des Gaußschen Integralsatzes
in ein Volumenintegral umgeformt:∫
∂Rt
[xi Tkl + Mkli] dak =
∫
Rt
[xi,k Tkl + xi Tkl,k + Mkli,k] dV . (B.30)







= δik . (B.31)




xi (Tkl,k + fl − ρx¨l)︸ ︷︷ ︸
=0
+Til + Mkli,k − Σil + Φli − ρσ˙li

 dV , (B.32)
die nach Beru¨cksichtigung der Impulsbilanz in eine lokale Form u¨berfu¨hrt wird:
Til + Mkli,k − Σil + Φli − ρσ˙li = 0 . (B.33)
Gleichung (B.33) liefert im Gegensatz zur klassischen Theorie keine Symmetriebedingung fu¨r
den Spannungstensor T und stellt eine Erweiterung des zu lo¨senden Gleichungssystems dar.
Die lokale Form der Drehimpulsbilanz kann in einen symmetrischen (B.34) und unsymmetri-
schen (B.35) Anteil additiv zerlegt werden










Runde Klammern kennzeichnen symmetrische, eckige Klammern kennzeichnen unsymmetrische
Anteile der Bilanzgleichung.
Aus (B.35) kann die fu¨r mikropolare Medien charakteristische Drehimpulsbilanzgleichung her-
geleitet werden. Dazu stellt man sa¨mtliche unsymmetrischen Tensoren 2. Stufe durch axiale
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